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RESUMEN
El trabajo desarrollado en esta tesis se encuentra en el contexto de los ele-
mentos mixtos con deformaciones supuestas en plasticidad. Empleando las
formulaciones para deformaciones infinitesimales y para deformaciones fini-
tas, que se analizan de manera cr´ıtica y detallada al principio de este trabajo,
se investigan diversos aspectos de su comportamiento.
La respuesta en problemas de plasticidad con grandes deformaciones se
estudia mediante un modelo basado en la descomposicio´n multiplicativa del
gradiente de deformaciones, y en la actualizacio´n multiplicativa del tensor
ela´stico de Finger para definir la configuracio´n intermedia. Se presentan va-
rios ejemplos de validacio´n y la aplicacio´n al ensayo de traccio´n simple con
estriccio´n.
La relacio´n entre la contribucio´n de los modos mejorados a la solucio´n
aproximada y la calidad de la misma se analiza mediante te´cnicas de es-
timacio´n de error. Se propone un estimador de error basado en la norma
energe´tica de los modos mejorados de deformacio´n, evaluada de forma incre-
mental. Este estimador se aplica a problemas de elasticidad lineal y no lineal
con deformaciones finitas, y a problemas de plasticidad con deformaciones
infinitesimales. En este u´ltimo caso las ecuaciones constitutivas se integran
con un esquema que conserva de manera incremental la estructura variacional
del problema de contorno.
Finalmente, los elementos mejorados se aplican en problemas de localiza-
cio´n, en la hipo´tesis de que en la banda de corte el campo de desplazamientos
es continuo y el campo de deformaciones es discontinuo. Para plasticidad de
Von-Mises con deformaciones infinitesimales se parte de la tasa de segundo
orden de la energ´ıa de deformacio´n, con objeto de evaluar las prestaciones
de los elementos. En deformacio´n plana y tensio´n plana se compara, de for-
ma anal´ıticamente exacta, la capacidad de los elementos mejorados frente a
otros elementos convencionales (Q4 y Q1/P0) para capturar las bandas de
localizacio´n en distintas direcciones. En grandes deformaciones se presentan
dos ejemplos. El primero es un ejemplo de localizacio´n en un elemento, anali-
zando la evolucio´n de la energ´ıa interna, del determinante del tensor acu´stico
y de los modos de deformacio´n asociados a la matriz de rigidez tangente.
En el segundo ejemplo se presentan los resultados obtenidos en el ensayo de
traccio´n de una probeta, en el supuesto de deformacio´n plana. En el caso del
modelo no asociativo de Drucker-Prager aplicado a problemas de localizacio´n,
en primer lugar se analiza la influencia de la dilatancia en la trayectoria de
las tensiones para los ensayos de una probeta en deformacio´n plana sometida
a traccio´n, a compresio´n y a traccio´n-compresio´n. Por u´ltimo se analizan los
mecanismos de rotura en ciertos problemas de intere´s geote´cnico: estabilidad
de taludes y cargas de hundimiento de zapatas.

ABSTRACT
In this thesis, the behaviour of finite elements with enhanced assumed strain
formulation has been analysed for non-linear elastic-plastic problems.
The response of these elements in finite plasticity problems has been
studied via a constitutive model based in the multiplicative decomposition of
the deformation gradient. The definition of the intermediate configuration is
computed through the multiplicative updating of the elastic Finger’s tensor.
An application example of this model presented here is the simple tension
test with necking.
The quality of the finite element solution and the contribution of the
enhanced modes are related using error estimation techniques. The error es-
timator proposed is based on the energy norm of the enhanced strain modes.
After description of its theoretical formulation, the error estimator is applied
to several problems in linear and non-linear finite elasticity, and in plasticity
at small strains. For plasticity, the constitutive equations are integrated using
an incremental scheme that incrementally preserve the variational structure
of the boundary-value problem.
Finally, the enhanced assumed strain elements are applied to localisa-
tion problems in the weak discontinuities hypothesis. For classical Von-Mises
plasticity, the performance of the elements in order to capture shear bands is
evaluated. The second order rate of the internal energy is used for computing,
in closed form, the ability of the elements for capturing the bands in several
directions. Plain strain and plane stress hypothesis are considered. In finite
plasticity two examples are considered. The first one is a single element loca-
lisation test, in which the evolution of several variables is analysed: internal
energy, determinant of the acoustic tensor and eigenmodes of the tangent
stiffness matrix. In the second example, the plane strain tension test with
shear bands is presented. In the final part of the thesis, a non-associative
Drucker-Prager model is applied to localisation problems. At first, the in-
fluence of dilatancy angle in the stress trajectories is studied for plain strain
tension, compression and tension-compression tests. The chapter is ended
with several simulations of collapse in classical soil mechanics: slope stability
problems and limit load of foundations.
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El me´todo de los elementos finitos es actualmente una herramienta de
ca´lculo habitual en mu´ltiples campos de la ingenier´ıa. Si bien en el a´mbito
de la meca´nica de so´lidos, las lineas de investigacio´n en problemas lineales
esta´n muy desarrolladas (a excepcio´n de los me´todos nume´ricos de solucio´n
de grandes sistemas de ecuaciones), en el a´mbito no lineal hay numerosos
problemas abiertos, y gran parte de ellos en el contexto de la plasticidad
computacional.
La plasticidad computacional tiene por objeto simular los procesos de
deformacio´n de so´lidos en los que aparecen deformaciones irreversibles. El
intere´s de este tipo de simulaciones sigue aumentando dentro de la ingenier´ıa
ya que permite reproducir el comportamiento de materiales como suelos,
rocas, hormigones, metales, etc. en situaciones muy diversas. Como ejemplo
se pueden sen˜alar las correspondientes a los mecanismos de agotamiento y
rotura de elementos estructurales, los procesos de conformado de metales
en los que el efecto de las deformaciones no recuperables esta´ controlado y
tiene una finalidad espec´ıfica, la respuesta estructural a solicitaciones severas
(explosio´n, impacto ...), etc.
Para abordar este tipo de feno´menos es necesario emplear modelos consti-
tutivos que sean robustos y eficientes desde el punto de vista computacional.
Asimismo, la modelizacio´n de estos problemas lleva asociada, entre otras di-
ficultades, las inherentes al propio tratamiento nume´rico: bloqueo de la malla
en situaciones de flujo pla´stico isoco´rico, modos de energ´ıa nula en los elemen-
tos, problemas de convergencia en situaciones altamente no lineales, deteccio´n
y tratamiento adecuado de contactos, etc. Asimismo, existen inconvenientes
adicionales en el caso en que haya grandes deformaciones: elevada distorsio´n
de los elementos, necesidad de considerar las grandes rotaciones para que los
resultados sean objetivos, etc. Por estas razones es imprescindible emplear
formulaciones de elementos distintas de las habituales en problemas lineales.
De las formulaciones disponibles para problemas no lineales, una espe-
cialmente atractiva es la de los elementos con deformaciones mejoradas su-
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puestas. El intere´s de esta familia de elementos radica en su formulacio´n
de tipo general que hace que la respuesta presente ventajas frente a otras
formulaciones, en problemas muy diversos:
Con mallas de pocos elementos se obtienen soluciones precisas tanto
en problemas en los que la respuesta estructural corresponde principal-
mente a estados de flexio´n, como en situaciones cuasi-incompresibles.
Las variables ba´sicas, desplazamientos y deformaciones, son adecuadas
para modelos constitutivos de plasticidad.
La cinema´tica de los elementos permite capturar bandas en las que se
localizan las deformaciones pla´sticas.
El orden de la interpolacio´n es bajo pudie´ndose abordar problemas de
contacto.
Los elementos con deformaciones mejoradas supuestas se formularon en 1992
para problemas con deformaciones infinitesimales (Simo´ y Rifai, 1990), y en
1993 para problemas de grandes deformaciones (Simo´ y Armero, 1993). Hasta
1996 numerosos investigadores dedicaron sus trabajos a mejorar la estabili-
dad y prestaciones de estos elementos (Simo´ et al., 1993a; Crisfield et al.,
1995; Souza et al., 1995; Arunakirinathar y Reddy, 1995; Roehl y Ramm,
1996; Nagtegaal y Fox, 1996; Korelc y Wriggers, 1996). Si bien actualmente
han dejado paso a elementos “de nueva generacio´n” para problemas ma´s es-
pecializados, los elementos de deformaciones supuestas esta´n implementados
en co´digos comerciales avanzados (ABAQUS, 1994), y siguen siendo el punto
de partida para el disen˜o de elementos orientados a abordar problemas del
estado del arte (Armero y Garikipati, 1996; Manzoli, 1998; Cesar y Natal,
1999)
Esta tesis se enmarca en el contexto de los elementos mejorados con de-
formaciones supuestas, empleando modelos de plasticidad con grandes defor-
maciones. Los trabajos desarrollados abarcan:
1. Ana´lisis pormenorizado de la formulacio´n de los elementos de deforma-
ciones supuestas
2. Implementacio´n computacional de estos elementos para problemas de
plasticidad con grandes deformaciones, con ejemplos de validacio´n.
3. Ana´lisis de las prestaciones de los elementos en problemas de localiza-
cio´n de deformaciones, realizando estudios y pruebas para evaluar sus
capacidades y limitaciones.
4. Desarrollo de metodolog´ıas para la estimacio´n de error en problemas
lineales y no lineales, empleando medidas energe´ticas de los modos
mejorados de deformacio´n.
Objetivos 1.3
Todos los tipos de elementos empleados en este trabajo, los modelos consti-
tutivos y los algoritmos de estimacio´n de error han sido implementados por
el autor en la versio´n 6.2. del programa de elementos finitos FEAP (Taylor,
1999), haciendo uso de las rutinas de usuario de las que dispone el progra-
ma. El lenguaje de programacio´n que se ha empleado es FORTRAN 77 y el
co´digo ejecutable se ha generado para el sistema operativo LINUX, con el
compilador de dominio pu´blico fort77.
Para el post-proceso de resultados y edicio´n de la tesis se han emplea-
do exclusivamente programas con licencia GPL (General Public License),
cuya disponibilidad es libre y gratuita. El post-proceso se ha realizado con
gnuplot, xfig, pstoedit, etc. La edicio´n de la tesis se ha hecho con el
procesador de textos LATEX, junto con BibTEX para el manejo de referencias
bibliogra´ficas.
1.2. Objetivos
Los objetivos de esta tesis se pueden resumir en los siguientes puntos:
Realizar una revisio´n detallada y cr´ıtica de la formulacio´n de elemen-
tos finitos no lineales con deformaciones mejoradas supuestas, tanto
para problemas con deformaciones infinitesimales como con grandes
deformaciones. Para ello se abordara´n los aspectos anal´ıticos y com-
putacionales de la implementacio´n de los elementos, el estudio de su
cinema´tica y el ana´lisis de su comportamiento espectral.
Implementar en el contexto de dichos elementos un modelo constitutivo
de plasticidad con grandes deformaciones, robusto y eficiente desde el
punto de vista computacional.
Investigar la relacio´n entre la calidad de la solucio´n aproximada obte-
nida en problemas lineales y no lineales, y la contribucio´n energe´tica de
los modos mejorados de deformacio´n. Esta relacio´n se cuantificara´ me-
diante un estimador de error.
Analizar las prestaciones de los elementos mejorados en la simulacio´n de
feno´menos de localizacio´n de deformaciones en metales, y en materiales
cohesivo-friccionales con modelos no asociativos.
1.3. Contenido de la tesis
Esta tesis consta de seis cap´ıtulos de los cuales el primero es esta intro-
duccio´n, y de tres ape´ndices.
El cap´ıtulo 2 introduce la formulacio´n de los elementos con deforma-
ciones mejoradas supuestas, tanto para problemas geome´tricamente lineales
(Simo´ y Rifai, 1990) como de grandes deformaciones (Simo´ y Armero, 1993;
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Armero y Glaser, 1997). Se describe la formulacio´n de los elementos a partir
del funcional de Hu-Washizu, la metodolog´ıa de disen˜o de los mismos y su
implementacio´n nume´rica en un programa de elementos finitos. Para la for-
mulacio´n en deformaciones infinitesimales se analiza el comportamiento de
los elementos en flexio´n y en re´gimen cuasi-incompresible a partir del ana´lisis
espectral exacto de la matriz de rigidez. Asimismo se discute de manera deta-
llada la contribucio´n de los modos mejorados en la cinema´tica del elemento,
y se presentan algunos ejemplos de validacio´n. En grandes deformaciones se
analiza la importancia del orden de la cuadratura empleada en la respuesta
de los elementos, mediante ejemplos nume´ricos significativos.
El cap´ıtulo 3 se dedica al modelo constitutivo de plasticidad con grandes
deformaciones (Garino, 1993) que se emplea con los elementos de deformacio-
nes supuestas. En primer lugar se describen los modelos de hiperelasticidad
iso´tropa. Antes de definir el modelo constitutivo se desarrollan los concep-
tos correspondientes a la descomposicio´n multiplicativa del tensor gradiente
de deformaciones y a la cinema´tica del continuo elastopla´stico con grandes
deformaciones. Una vez definido el modelo se explica la metodolog´ıa de inte-
gracio´n de las ecuaciones de la plasticidad. Los u´ltimos apartados se dedican
a los aspectos computacionales de cara´cter general, y a la implementacio´n
del modelo con elementos de deformaciones supuestas, presenta´ndose adema´s
varios ejemplos de validacio´n. El cap´ıtulo finaliza con un ana´lisis detallado
de la simulacio´n del ensayo de traccio´n simple, cuando se desarrolla un cuello
o estriccio´n en la zona central de la probeta.
En el cap´ıtulo 4 se propone una metodolog´ıa de estimacio´n de error, em-
pleando elementos de deformaciones supuestas, basada en la medida energe´ti-
ca de los modos mejorados de deformacio´n. El cap´ıtulo comienza con una
revisio´n del estado del arte. En los tres apartados siguientes se describe la
formulacio´n del estimador de error propuesto para elasticidad infinitesimal,
elasticidad no lineal con grandes deformaciones, y plasticidad con pequen˜as
deformaciones. En cada uno de ellos se establecen los requerimientos para que
el problema tenga estructura variacional, al menos en forma incremental. Esto
tiene especial relevancia en el caso de la plasticidad, ya que la integracio´n de
las ecuaciones constitutivas debe respetar dicha estructura (Ortiz y Stainier,
1998). Tambie´n se describen los aspectos relacionados con su implementa-
cio´n en un programa de elementos finitos, y se analizan sus limitaciones.
Cada apartado termina con varios ejemplos de aplicacio´n representativos.
El cap´ıtulo 5 se dedica al estudio y ana´lisis de las prestaciones de los
elementos mejorados en problemas de localizacio´n y consta de dos apartados
principales. En el primer apartado se aplican modelos elastopla´sticos aso-
ciativos basados en el criterio de Von Mises. Partiendo de las hipo´tesis de
localizacio´n de´bil se describe el criterio de localizacio´n, que es el correspon-
diente a que se anule el determinante del tensor acu´stico. A continuacio´n se
analiza la localizacio´n de deformaciones en medios continuos con las hipo´te-
sis de deformacio´n plana y tensio´n plana, obtenie´ndose expresiones exactas
del mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico, mediante un programa de matema´tica
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formal. A partir de estos resultados, se analizan tambie´n de manera anal´ıti-
camente exacta las prestaciones de distintos elementos mejorados de tensio´n
y deformacio´n plana, para capturar bandas de localizacio´n segu´n distintas
orientaciones (Steinmann y Willam, 1991). Este apartado finaliza con dos
ejemplos de grandes deformaciones. En el primero de ellos se estudia la evo-
lucio´n del tensor acu´stico, de los modos espectrales del elemento y de la
energ´ıa interna en un test de localizacio´n de un elemento (Simo´ y Armero,
1993). El segundo ejemplo modeliza el desarrollo de bandas de corte en el
ensayo de traccio´n en deformacio´n plana (Simo´ et al., 1993a). En el segundo
apartado se aborda la localizacio´n en modelos elastopla´sticos no asociati-
vos. Como introduccio´n, una vez descrito el modelo constitutivo empleado,
se muestra con ejemplos ba´sicos distintas consecuencias significativas de la
no asociatividad (Vermeer y de Borst, 1984). El ana´lisis de la localizacio´n
comienza con el estudio de las trayectorias de la presio´n y del segundo in-
variante del tensor de tensiones desviadoras, en estados de carga sencillos
resueltos con un elemento (Manzoli, 1998). Finalmente se presentan varios
ejemplos de meca´nica de suelos en los que se predice el mecanismo de rotura:
estabilidad de taludes a 90◦ y 45◦, y cargas de hundimiento de zapatas.
El cap´ıtulo 6 se dedica a recapitular el trabajo desarrollado en la tesis, a
establecer las conclusiones de la misma, y a describir las lineas que quedan
abiertas a futuros trabajos de investigacio´n.
En los ape´ndices se detallan algunas cuestiones sobre las que se ha hecho
referencia en los cap´ıtulos de la tesis, y sirven de complemento al cuerpo
principal de la misma. En el Ape´ndice A se describen los modelos consti-
tutivos de Von-Mises y Drucker-Prager para deformaciones infinitesimales,
y la integracio´n de las ecuaciones con esquemas impl´ıcitos. En el Ape´ndice
B se exponen conceptos de la meca´nica no lineal de medios continuos con
grandes deformaciones relacionados con las deformaciones, las tensiones y la
cinema´tica. El Ape´ndice C describe ideas ba´sicas de Ana´lisis Funcional, que
son utilizadas para la formulacio´n del estimador de error en el cap´ıtulo 4.




2.1. Resumen y Objetivos
En este cap´ıtulo se aborda el ana´lisis de la tecnolog´ıa de una clase de
elementos mixtos, derivados a partir del funcional de tres campos de Hu-
Washizu, denominados elementos mejorados con deformaciones supuestas,
y que en la literatura se denominan abreviadamente elementos EAS (del
acro´nimo ingle´s Enhanced Assumed Strain). Para ello se presenta de manera
razonada su formulacio´n matema´tica, la implementacio´n computacional y los
aspectos relacionados con su comportamiento: ana´lisis espectral, cinema´tica,
etc.
Despue´s de una introduccio´n general, el cap´ıtulo se ha estructurado en
dos grandes apartados: la formulacio´n EAS en problemas de deformaciones
infinitesimales (Simo´ y Rifai, 1990) y en problemas geome´tricamente no li-
neales (Simo´ y Armero, 1993). Con objeto de uniformizar la presentacio´n de
ambas formulaciones, el orden seguido en el desarrollo de estos dos apartados
es el mismo:
1. Formulacio´n variacional y reparametrizacio´n con los campos mejorados.
2. Aproximacio´n mediante espacios funcionales de dimensio´n finita para
obtener una formulacio´n matricial del problema.
3. Ana´lisis de las condiciones de estabilidad.
4. Metodolog´ıa de disen˜o de elementos EAS.
5. Implementacio´n computacional.
Para la formulacio´n en deformaciones infinitesimales se ha realizado un
ana´lisis espectral, mediante expresiones anal´ıticas, de los elementos EAS y
de otras formulaciones esta´ndar analizando de manera cr´ıtica los resultados
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obtenidos. Asimismo se describe razonadamente la contribucio´n de los mo-
dos mejorados a la cinema´tica de estos elementos. Finalmente se presentan
algunos ejemplos ba´sicos representativos de sus prestaciones.
En la formulacio´n para grandes deformaciones se dedica un apartado al
problema de la subintegracio´n de los elementos con la cuadratura de Gauss de
2×2 puntos (Simo´ et al., 1993a). Este problema se ilustra con dos ejemplos en
deformacio´n plana: la extensio´n simple de un elemento y el ensayo de traccio´n
de una probeta en el que se forma una estriccio´n. Se ha preferido dejar para
el cap´ıtulo 3 los ejemplos ba´sicos de plasticidad con grandes deformaciones,
y para el cap´ıtulo 5 los ejemplos de localizacio´n.
Finalmente, se dedica un apartado a las conclusiones del cap´ıtulo.
2.2. Introduccio´n
El Me´todo de los Elementos Finitos (MEF) es una te´cnica que permite
obtener soluciones aproximadas de las ecuaciones en derivadas parciales que
rigen el comportamiento de los medios continuos, mediante un sistema de
ecuaciones, algebraicas en el caso de problemas esta´ticos, que relacionan un
nu´mero finito de variables. Para construir este sistema se requiere:
1. La formulacio´n variacional del problema a resolver.
2. La aproximacio´n de las ecuaciones variacionales empleando funciones
de un espacio de dimensio´n finita.
El MEF fue concebido inicialmente en 1956 para resolver problemas es-
tructurales (Turner et al., 1956). Al entrar en la de´cada de los 60 los avances
en la construccio´n de ordenadores y las aplicaciones del MEF a otros campos
de la ingenier´ıa (Meca´nica de Fluidos, Meca´nica de Suelos y Rocas, Conduc-
cio´n de Calor, etc.), supuso un espectacular desarrollo del MEF. Ya no solo
resultaban atractivas sus aplicaciones ingenieriles sino que atrajo el intere´s
de gran nu´mero de cient´ıficos e investigadores, preocupados por sus bases
teo´ricas y el desarrollo de nuevas posibilidades del Me´todo: algoritmos para
ca´lculos dina´micos y no lineales, desarrollo de nuevos elementos (en algunos
casos muy complejos) que evitasen las dificultades nume´ricas detectadas para
resolver ciertos tipos de problemas (materiales incompresibles, flexio´n de pla-
cas delgadas, no linealidades muy fuertes, etc.) y para mejorar la calidad de
las soluciones obtenidas, etc. Esta l´ıneas de investigacio´n siguen actualmente
en vigor.
La generalizacio´n del uso de los ordenadores ha hecho que actualmen-
te, el MEF sea una herramienta de ca´lculo habitual para el ingeniero. La
existencia de potentes programas de preproceso y de postproceso permiten
introducir los datos del problema de manera relativamente co´moda, y visua-
lizar de forma realista los resultados obtenidos. Adema´s, el uso de programas
de elementos finitos es pra´cticamente obligatorio hoy en d´ıa en proyectos que
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requieran de tecnolog´ıas avanzadas (industria nuclear, aerona´utica, aeroes-
pacial, automocio´n y grandes obras de ingenier´ıa civil).
Elementos de altas prestaciones
Las investigaciones comenzadas en de´cadas pasadas para mejorar la calidad
de las soluciones obtenidas, han cristalizado actualmente en diversas l´ıneas de
investigacio´n, cuyo objetivo es el desarrollo de elementos de bajo orden que
den resultados exactos en mallas poco refinadas: elementos h´ıbridos (Felippa,
1989b), elementos mixtos, y otros elementos no convencionales (Moitinho y
Teixeira, 1992; Teixeira et al., 1998).
Histo´ricamente, los elementos denominados mixtos comenzaron formula´ndo-
se de manera emp´ırica, obtenie´ndose elementos con unas prestaciones que
se mostraban superiores a las de los elementos convencionales. Entre estos
trabajos cabe destacar la formulacio´n libre (Bergan y Nyga¨rd, 1984), la for-
mulacio´n volume´trica media (Nagtegaal et al., 1974), la formulacio´n B-barra
(Hughes, 1980; Hughes, 1987) y su posterior justificacio´n variacional (Simo´ y
Hughes, 1986), la formulacio´n de modos incompatibles (Ibrahimbegovic y
Wilson, 1991; Taylor et al., 1976; Wilson et al., 1973), etc.
Diversos autores generalizaron la formulacio´n de estos elementos a partir
de principios variacionales establecidos para distintos funcionales mixtos. As´ı,
a partir de los campos adicionales al de desplazamientos que esta´n en el
principio variacional utilizado, cabe hablar de:
Elementos de tensiones supuestas.
Parten del principio variacional de Hellinger-Reissner y los campos inde-
pendientes son el de desplazamientos y el de tensiones. Elementos cla´sicos
con esta formulacio´n son los formulados en (Pian y Sumihara, 1984).
Elementos de deformaciones supuestas.
Estos elementos adoptan como campos independientes el de desplaza-
mientos y el de deformaciones. La ventaja de las formulaciones con defor-
maciones supuestas frente a las de tensiones supuestas es que permiten su
extensio´n a problemas elastopla´sticos de manera casi directa. Actualmente,
la solucio´n iterativa ma´s eficiente de las ecuaciones de la plasticidad se ba-
sa en los algoritmos de retorno. La variable ba´sica de estos algoritmos es el
incremento de deformaciones en cada paso de carga, por lo que es ma´s con-
veniente que las variables independientes adicionales sean precisamente las
deformaciones.
La formulacio´n variacional cla´sica de estos elementos se desarrolla a par-
tir de funcionales multicampo (Felippa, 1989a; Felippa, 1989b), eliminando
mediante criterios de ortogonalidad los campos independientes de tensiones.
En el contexto de los elementos con deformaciones supuestas, existen
distintas formulaciones entre las que cabe destacar:
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Formulacio´n ANS (Assumed Natural Strain). Esta formulacio´n se
establece a partir del principio variacional de Hellinger (Militello y Fe-
lippa, 1990a; Militello y Felippa, 1990b), y tambie´n engloba como casos
particulares la formulacio´n B-barra y la integracio´n reducida del fun-
cional de la energ´ıa potencial total.
Formulacio´n ANDES (“Assumed Natural DEviatoric Strains” (Fe-
lippa y Militello, 1990a)). En este caso el campo de deformaciones su-
puesto es el de deformaciones desviadoras expresadas en las denomina-
das coordenadas naturales.
La formulacio´n variacional adoptada es relativamente compleja y parte
del concepto de “Principio Variacional Parametrizado” (Felippa, 1989a;
Felippa, 1989b; Felippa y Militello, 1990b; Felippa, 1991) con objeto de
justificar variacionalmente la formulacio´n libre de Bergan y Nyga˙rd
(Bergan y Nyga¨rd, 1984; Felippa, 1994) Este concepto se basa en la
idea de que todos los principios variacionales de la elasticidad que con-
tengan el campo de desplazamientos u se pueden describir mediante
un funcional parametrizado. Escogiendo adecuadamente la parametri-
zacio´n se pueden obtener los distintos principios variacionales cla´sicos.
Estos principios son de una gran generalidad y adema´s de permitir la
formulacio´n de elementos mixtos, se pueden desarrollar principios va-
riacionales parametrizados t-generalizados y d-generalizados para for-
mular elementos h´ıbridos.
Formulacio´n EAS (“Enhanced Assumed Strain”). Esta formulacio´n
parte del principio de Hu-Washizu y supone el campo de deformaciones
descompuesto aditivamente en un campo de deformaciones compatible
con los desplazamientos y en un campo de deformaciones “mejorado”
formulado de manera independiente (Simo´ y Rifai, 1990; Simo´ y Arme-
ro, 1993). Esta formulacio´n engloba en el contexto de las deformaciones
supuestas las de modos incompatibles (Taylor et al., 1976; Wilson et al.,
1973), y otras formulaciones de tensiones supuestas (Pian y Sumihara,
1984) que parten del principio de Hellinger-Reissner.
Otra formulacio´n ma´s reciente es la de los elementos “Mixed Enhanced
Strain” (Kasper y Taylor, 1997a; Kasper y Taylor, 1997b). Su formu-
lacio´n es similar a la formulacio´n EAS pero difiere en la reparame-
trizacio´n de los campos independientes del funcional de Hu-Washizu,
an˜adiendo una parte mixta y otra mejorada. La parte mixta reparame-
triza los campos de tensiones y de deformaciones. La parte mejorada
reparametriza de forma adicional a la mixta el campo de deformacio-
nes. La ortogonalidad entre los campos de tensiones y deformaciones
se consigue expresando adecuadamente los modos mixtos y mejorados,
sin estar impuesta a priori. De esta manera, la recuperacio´n variacio-
nalmente consistente del campo de tensiones es directa. En grandes
deformaciones presenta la ventaja, frente a la formulacio´n EAS, de que
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con cuatro puntos de Gauss la matriz de rigidez elemental no queda
subintegrada.
2.3. Elementos para deformaciones infinitesi-
males
En este apartado se analizan los aspectos relacionados con la formula-
cio´n de los elementos mejorados en problemas de deformaciones infinitesima-
les (Simo´ y Rifai, 1990), y su implementacio´n computacional. Se efectu´a el
ana´lisis espectral de la matriz de rigidez, para problemas lineales, de manera
anal´ıtica con un programa de matema´tica formal (Maple, 1991a). A conti-
nuacio´n se estudia el enriquecimiento que los modos mejorados introducen
en la cinema´tica del elemento. Por u´ltimo se presentan varios ejemplos de
validacio´n.
2.3.1. Formulacio´n de la elasticidad infinitesimal con
el funcional de Hu-Washizu
Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado, abierto y suave, con frontera ∂Ω. Se
denominara´ b a las fuerzas volume´tricas, u al campo de desplazamientos, σ al
tensor de tensiones de Cauchy, ε al tensor de deformaciones infinitesimales
y W (x, ε) a la funcio´n de densidad de energ´ıa ela´stica. Sea ∂uΩ ⊂ ∂Ω la
frontera de Ω con desplazamientos impuestos u:
u = u en ∂uΩ, (2.1)
y ∂tΩ la frontera de Ω con tensiones impuestas t:
σn = t en ∂tΩ, (2.2)
y tal que ∂uΩ ∪ ∂tΩ = ∂Ω y ∂uΩ ∩ ∂tΩ = ∅.
El principio variacional de Hu-Washizu (Washizu, 1982) establece que,
de todos los campos de desplazamientos u, deformaciones ε y tensiones σ
definidos en Ω, que verifican (2.1), la solucio´n del problema de la elasticidad





W (x, ε)− σ · ε+ σ ·∇Su− b · u) dΩ−∫
∂tΩ
t·u dΓ (2.3)
donde W (x, ε) es la funcio´n de densidad de energ´ıa interna.
Observacio´n 2.3.1 Con el s´ımbolo ∇S[·] se indicara´ la parte sime´trica del
operador gradiente aplicado al campo [·]. Por ejemplo:
∇Su = 1
2
(ui,j + uj,i) (2.4)
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Observacio´n 2.3.2 El campo ∇Su es el campo de deformaciones compati-
ble con el campo de desplazamientos u. Esta formulacio´n permite generalizar
el campo de deformaciones independiente ε de forma que, en principio, cons-
te de componentes adicionales a u.
Observacio´n 2.3.3 El criterio de notacio´n que se empleara´ en este trabajo
es el siguiente:
El producto totalmente contra´ıdo de los tensores A y B se indica A·B.
Por ejemplo, si A y B son tensores de segundo orden:
A ·B = AijBij (2.5)
y si son de primer orden:
A ·B = AiBi (2.6)
suponiendo para las expresiones indiciales que los tensores esta´n refe-
ridos a una base ortonormal.
La aplicacio´n natural de un tensor de segundo orden A sobre uno de
primer orden B para obtener un tensor de primer orden D, se expresa
con AB:
D = AB ⇔ Di = AijBj (2.7)
La aplicacio´n natural de un tensor de cuarto orden C sobre uno de
segundo B para obtener otro tensor de segundo orden A, se expresa
igualmente:
A = CB ⇔ Aij = CijklBkl (2.8)
No obstante, cuando se crea necesario por motivos de claridad, se em-
pleara´ la notacio´n indicial siguiendo el convenio de Einstein (sumacio´n
de ı´ndices repetidos).
Se consideran los espacios de desplazamientos admisibles, deformaciones ad-
misibles y tensiones admisibles, definidos respectivamente por:
V = {δu ∈ H1(Ω,Rn) | δu(x) = 0 ∀ x ∈ ∂uΩ} (2.9)
E = {δε ∈ L2(Ω,Rnstrs)} (2.10)
S = {δσ ∈ L2(Ω,Rnstrs)} (2.11)
con nstrs = ndim(ndim + 1)/2 para elasticidad bi y tridimensional y nstrs =
4 para problemas axilsime´tricos. Asimismo, H1(Ω,Rn) y L2(Ω,Rnstrs) son
espacios de Sobolev (de grado 1 y orden 2) y Lebesgue, respectivamente
(consultar ape´ndice C.6). Anulando la primera variacio´n de Π(u, ε,σ):
δΠ(u, ε,σ) = 0 ∀(δu, δε, δσ) ∈ V × E × S (2.12)
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se obtienen las ecuaciones variacionales del problema:∫
Ω
(
σ ·∇Sδu− b · δu) dΩ− ∫
∂tΩ
t · δu dΓ = 0 (2.13)∫
Ω








dΩ = 0 (2.15)
Dado que (δu, δε, δσ) son arbitrarios, las ecuaciones de Euler-Lagrange
del problema variacional son:
divσ + b = 0 en Ω (2.16)
ε−∇Su = 0 en Ω (2.17)
∂W (x, ε)
∂ε
− σ = 0 en Ω (2.18)
t− σn = 0 en ∂tΩ (2.19)
Observacio´n 2.3.4 El significado f´ısico de estas ecuaciones es claro:
– (2.16) es la ecuacio´n de equilibrio
– (2.17) establece la igualdad entre el campo de deformaciones indepen-
diente ε y el campo de deformaciones compatible con los desplazamien-
tos ∇Su
– (2.18) identifica el campo independiente de tensiones σ con el que se
deriva del potencial ela´stico W (x, ε)
– (2.19) iguala la tensiones impuestas en ∂tΩ con el vector tensio´n obte-
nido a partir del tensor de tensiones.
2.3.2. Formulacio´n variacional modificada con campos
de deformaciones mejoradas supuestas
El ingrediente ba´sico de la formulacio´n con deformaciones mejoradas su-
puestas es la descomposicio´n aditiva del campo de deformaciones indepen-
diente en uno compatible con los desplazamientos y otro de “deformaciones
mejoradas”:





Las deformaciones admisibles definidas en (2.10) se reparametrizan de
acuerdo con (2.20):
δε =∇Sδu+ δε˜; δu ∈ V , δε˜ ∈ E˜ (2.21)
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siendo E˜ ≡ E . Sustituyendo (2.20) en (2.3), se obtiene el funcional de Hu-





W (x,∇Su+ ε˜)− σ · ε˜− b · u) dΩ− ∫
∂tΩ
t · u dΓ (2.22)
Anulando la primera variacio´n:
δΠ(u, ε˜,σ) = 0 ∀(δu, δε˜, δσ) ∈ V × E˜ × S (2.23)






















dΩ = 0 (2.26)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema variacional reparametrizado
son las anteriormente expresadas (2.16;2.18;2.19) y adema´s:
ε˜ = 0 en Ω (2.27)
que reemplaza a (2.17)
Observacio´n 2.3.5 La ecuacio´n de compatibilidad (2.27) impone que, desde
el punto de vista de la meca´nica del continuo, para la solucio´n exacta el campo
de deformaciones mejoradas es nulo. Para la solucio´n aproximada (problema
discreto formulado mediante elementos finitos) en general se verifica: ε˜ 6= 0
2.3.3. Formulacio´n del problema variacional mediante
elementos finitos mixtos
La formulacio´n variacional mediante elementos finitos se realiza discreti-
zando el dominio Ω en nelm elementos Ω





Ωe Ωi ∩ Ωj = ∅, si i 6= j (2.28)
El elemento Ωe se transforma en un “cubo unitario” (Zienkiewicz y Taylor,
1989):
¤ = [−1, 1]× · · · × [−1, 1]︸ ︷︷ ︸
ndim
definido en el espacio isoparame´trico de coordenadas {ξ}, mediante la trans-
formacio´n:
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donde xA son las coordenadas de los n
e
nod nodos del elemento e y NA(ξ) son
las funciones de forma.
Los espacios V , E˜ y S se aproximan mediante subespacios de dimensio´n
finita Vh ⊂ V , E˜h ⊂ E˜ y Sh ⊂ S:
Vh =
{
δuh ∈ V | δuh = 0; δuh =
nnod∑
A=1




















siendo χe : Ωe → R la funcio´n caracter´ıstica de Ωe definida como:
χe =
{
1 si x ∈ Ωe
0 en otro caso
(2.33)
El campo de tensiones σh se elimina de la formulacio´n de elementos finitos
mediante un requisito de ortogonalidad impuesto en la propia definicio´n de
Sh, de forma que se satisfaga directamente (2.25):∫
Ωe
σh · ε˜hdΩ = 0 ∀σh ∈ Sh y ε˜ ∈ E˜h (2.34)
Observacio´n 2.3.6 Al eliminar de la formulacio´n el campo de tensiones
σh, las tensiones que se emplean en la formulacio´n son las que se obtienen





Los dos campos de tensiones en general no coinciden en la solucio´n aproxi-
mada: σ̂(ε) 6= σh. Aunque a efectos de post-proceso se puede emplear σ̂(ε)
(Armero, 1996b), es posible recuperar las tensiones σh de forma variacional-
mente consistente (Simo´ y Rifai, 1990).
Con la hipo´tesis de ortogonalidad (2.34) y los espacios de dimensio´n finita









t · δuh dΓ = 0 (2.36)∫
Ω
δε˜h · σ̂h(ε) dΩ = 0 (2.37)
Observacio´n 2.3.7 Al eliminar el campo independiente de tensiones, las
ecuaciones variacionales (2.36; 2.37) quedan con un planteamiento en defor-
maciones, muy adecuado para integrar las ecuaciones de la plasticidad.
2.10 Tecnolog´ıa de Elementos Mixtos
2.3.4. Formulacio´n matricial
Las interpolacio´n de los campos de desplazamientos y deformaciones me-
joradas se efectu´a de la siguiente manera:
Interpolacio´n del campo de desplazamientos. Se emplea una formula-
cio´n isoparame´trica que interpola los desplazamientos con la misma






siendo deA el vector de desplazamientos nodales del elemento e y N
e la
matriz de funciones de forma del elemento. Con la notacio´n esta´ndar de
elementos finitos1, el campo de deformaciones compatible se interpola




(NA,idAj +NA,jdAi)⇒∇Sueh = Bde (2.39)
Observacio´n 2.3.8 La interpolacio´n definida por (2.38), aunque se
ha expresado a nivel de elemento, es conforme (el campo interpolado es
continuo no existiendo saltos en los desplazamientos entre un elemento
y otro).
Interpolacio´n del campo de deformaciones mejorado. El campo de de-
formaciones mejoradas se interpola de acuerdo con la expresio´n:
ε˜eh = Gα
e (2.40)
donde αe son para´metros internos del elemento, y G es una matriz de
dimensio´n nstrs × nenh, siendo nenh el nu´mero de modos mejorados del
elemento.
Observacio´n 2.3.9 La expresio´n (2.40), de acuerdo con la definicio´n
(2.31), se formula a nivel de cada elemento por lo que no se le exige
ningu´n tipo de continuidad entre los mismos. De hecho, en ciertas si-
tuaciones (2.40) puede interpretarse como la interpolacio´n de un campo
de deformaciones asociado a un campo de desplazamientos no conforme
(Simo´ y Rifai, 1990).
Observacio´n 2.3.10 De acuerdo con las expresiones (2.20; 2.39; 2.40),
el campo de deformaciones ε se interpola a nivel de elemento mediante
la expresio´n:
εe = Bde +Gαe (2.41)
1 Para ganar claridad en la exposicio´n se utilizara´ la notacio´n en que las tensiones y
deformaciones se expresan en forma de vector. Por ejemplo en 2D: ε = (εxx, εyy, 2εxy)T
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Sustituyendo las interpolaciones (2.38; 2.39; 2.40) en las ecuaciones variacio-



















GT σ̂h(ε)dΩ = 0 (2.43)
donde A[·] es el operador de ensamblaje y f e,ext es el vector de fuerzas externas








Observacio´n 2.3.11 Las ecuaciones (2.42; 2.43) esta´n planteadas en forma
residual, que es la adecuada para problemas no lineales.
En el caso de la elasticidad lineal, si denominamos Ce a la matriz de mo´dulos
ela´sticos (o matriz constitutiva):
σ̂h(ε) = C
e (Bde +Gαe) (2.45)




























αe = 0 (2.47)
2.3.5. Condiciones de convergencia
Para que la formulacio´n descrita en los apartados anteriores converja a la
solucio´n exacta es necesario que se verifique:
1. Las columnas de la matriz G han de ser linealmente independientes






2. Para que el elemento pase la “Prueba de la Parcela” (Taylor et al., 1986)
ha de representar de manera exacta los estados de tensio´n constante
σ̂e0, que se obtienen al imponer campos de desplazamientos lineales
2
2 Aqu´ı se toma como referencia el trabajo de Taylor y coautores dado que en e´l se
demuestra que esta prueba es una condicio´n necesaria y suficiente para la convergencia.
La “prueba de la parcela” o condicio´n de consistencia desato´ una viva pole´mica desde
principios de la de´cada de los 70 hasta mediados de la de´cada de los 80. Formalmente
propuesta en (Irons y Razzaque, 1972; Strang y Fix, 1973), fue seriamente cuestionada en
otros trabajos (Stummel, 1980) y vuelta a defender posteriormente (Irons y Loikkanen,
1983). Aparentemente, el art´ıculo de Taylor et.al. ha zanjado esta larga pole´mica
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Si el campo de desplazamientos es lineal, no existe contribucio´n de los
modos mejorados, resultando:
σ̂e0 = C
eBd = constante (2.49)









σ̂e0 = 0 (2.50)
Por tanto, para que se verifique la prueba de la parcela ha de cumplirse:∫
Ωe
GTdΩ = 0 (2.51)
3. Estabilidad. Para que el elemento no tenga modos de energ´ıa nula adi-
cionales a los correspondientes a movimientos de so´lido r´ıgido, se im-
pone:
E˜ ∩∇SV = ∅ (2.52)
es decir, los espacios de interpolacio´n E˜ y ∇SV son independientes. La
interpretacio´n pra´ctica de esta restriccio´n es que cualquier modo mejo-
rado de deformacio´n no debe coincidir con ningu´n modo de deformacio´n
compatible.
2.3.6. Disen˜o de elementos con campos de deformacio-
nes mejoradas
En este apartado se analiza la metodolog´ıa de disen˜o de elementos con
deformaciones supuestas mejoradas. Dado que la idea clave de esta formula-
cio´n es la reparametrizacio´n del campo de deformaciones, la discusio´n debe
centrarse en la forma de construir la parte mejorada del mismo.
Para obtener la matriz G de la expresio´n (2.40), que esta´ definida en el
elemento Ωe, la interpolacio´n del campo ε˜ se define previamente mediante un
campo E˜(ξ) definido en el espacio isoparame´trico. Posteriormente, a partir














J0 es el valor de J en el centroide del elemento, y j(ξ) y j0 son los determi-
nantes de J y J0 respectivamente.
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Observacio´n 2.3.12 Como se demuestra ma´s adelante, el factor j(ξ)/j0
en la definicio´n de la transformacio´n (2.53) es imprescindible para que se
cumpla la prueba de la parcela
Observacio´n 2.3.13 En la definicio´n (2.53) se puede sustituir J−T por J,
aunque se obtiene un elemento con prestaciones ligeramente inferiores (Ar-
mero y Glaser, 1997)
A continuacio´n se describe la sistema´tica de disen˜o de los elementos con
deformaciones supuestas, particularizando las expresiones dadas para el caso
de deformacio´n plana. Dicha metodolog´ıa consta de los siguientes pasos:
1. Definir en el espacio isoparame´trico una matriz de interpolacio´n E(ξ),
tal que el campo de deformaciones mejoradas E˜(ξ) tiene la expresio´n: E˜11E˜22
2E˜12
 = E(ξ)α (2.55)
siendo dim(E(ξ)) = nstrs × nenh
2. Obtener la expresio´n de la matriz G(ξ), que interpola el campo de
deformaciones mejoradas ε˜ en el espacio eucl´ıdeo: ε˜11ε˜22
2ε˜12
 = Gα (2.56)








 J2011 J2021 J011J021J2012 J2022 J012J022
2J011J012 2J021J022 J011J022 + J012J021
−1 (2.58)
Observacio´n 2.3.14 La matriz E(ξ) ha de construirse de modo que verifi-
que: ∫
¤
E(ξ)dξ = 0 (2.59)
para que el elemento pase la prueba de la parcela. Esta condicio´n se obtiene
a partir de (2.51):∫
Ω
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Ejemplos
Con la metodolog´ıa de disen˜o descrita, la formulacio´n de los elementos de
deformaciones supuestas queda descrita con la matriz E(ξ). A continuacio´n
se describen tres tipos de elementos que sera´n analizados posteriormente3:
Elemento Q1/E4
Es un elemento de cuatro nodos con interpolacio´n bilineal del campo
de desplazamientos y con cuatro modos de deformaciones mejoradas.
Se define mediante la matriz:
E(ξ) =
 ξ 0 0 00 η 0 0
0 0 ξ η
 (2.61)
Equivale al elemento de Wilson-Taylor (Taylor et al., 1976) que se for-
mulo´ en el contexto de los denominados “modos incompatibles”.
Observacio´n 2.3.15 El elemento de modos incompatibles original (Wil-
son et al., 1973), so´lo pasaba la prueba de la parcela cuando ten´ıa forma
de paralelogramo. Dicho elemento, en el contexto de la formulacio´n que
nos ocupa, queda definido por la matriz:
E(ξ) =
 ξ 0 0 0 ξη 00 η 0 0 0 ξη
0 0 ξ η ξ2 η2
 (2.62)
y, como es inmediato de comprobar, no verifica la condicio´n (2.60)
Elemento Q1/E5
Este elemento (Simo´ y Rifai, 1990) se obtiene restando las dos u´ltimas
columnas de (2.62):
E(ξ) =
 ξ 0 0 0 ξη0 η 0 0 −ξη
0 0 ξ η ξ2 − η2
 (2.63)
Este elemento pasa la prueba de la parcela y tiene un comportamiento
ligeramente mejor que el Q1/E4 cuando los elementos esta´n distorsio-
nados.
Elemento Q1/E7
Este elemento (Andelfinger et al., 1992) tiene siete modos de deforma-
ciones mejoradas, y queda definido por la siguiente matriz:
E(ξ) =
 ξ 0 0 0 ξη 0 00 η 0 0 0 ξη 0
0 0 ξ η 0 0 ξη
 (2.64)
3 La denominacio´n Q1/En proviene de cuadrila´tero lineal (Q1) con n modos adicionales
de deformaciones supuestas (“enhanced”)
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Es equivalente al propuesto por (Pian y Sumihara, 1984), a partir del
principio variacional de Hellinger. Desde el punto de vista de la plas-
ticidad computacional, la ventaja de la formulacio´n en deformaciones
supuestas frente a la de Pian, es que la variable ba´sica es la deformacio´n
en vez de la tensio´n.
2.3.7. Implementacio´n nume´rica
Para resolver iterativamente el sistema de ecuaciones no lineales expre-
sado en (2.42;2.43), el vector elemental de fuerzas internas f e,int y el vector




= f e,int(k) +
∂f e,int
∂α














las expresiones desarrolladas de las matrices tangentes que aparecen en las
expresiones linealizadas (2.65; 2.66) son:
∂f e,int
∂d
∣∣∣∣(k) = Ke,(k) = ∫Be BTCe(k)B dΩ (2.68)
∂f e,int
∂α
∣∣∣∣(k) = (Γe,(k))T = ∫Be BTCe(k)G dΩ (2.69)
∂he
∂d
∣∣∣∣(k) = Γe,(k) = ∫BeGTCe(k)B dΩ (2.70)
∂he
∂α
∣∣∣∣(k) = He,(k) = ∫BeGTCe(k)G dΩ (2.71)
La ecuacio´n (2.43) esta´ planteada a nivel local de cada elemento y por tanto
es posible sustituir (2.70; 2.71) en (2.66) e igualar directamente a cero sin
necesidad de ensamblar:
he(k) +He(k)∆αe(k) +Γe(k)∆de(k) = 0 (2.72)
A continuacio´n se condensa esta´ticamente ∆αe
(k)
en (2.72), y se sustituye en
(2.65), obtenie´ndose el vector de fuerzas internas linealizado:
f̂
e,int
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y planteando que la diferencia entre los vectores globales de fuerzas internas








f e,ext − f̂ e,int
]
(2.74)
resulta el proceso iterativo que se muestra en el Cuadro 2.1
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Conocida la solucio´n en la iteracio´n k:








2. Obtener Γe(k) y He(k) de acuerdo con las expresiones (2.70; 2.71)


































7. Una vez calculado ∆d(k), actualizar el vector de desplazamientos
d(k+1) = d(k) +∆d(k)
8. Chequear la convergencia
Si || R˜(k) ||> TOL hacer k → k + 1 e ir al paso 1
Si || R˜(k) ||≤ TOL comenzar un nuevo paso de carga
Cuadro 2.1: Algoritmo de solucio´n
2.3.8. Ana´lisis espectral
El ana´lisis espectral de la matriz de rigidez elemental permite conocer la
respuesta del elemento en diversas situaciones: cumplimiento de la prueba de
la parcela, modos de energ´ıa nula, comportamiento en re´gimen incompresi-
ble, comportamiento en flexio´n, etc. En este apartado se hace el ana´lisis de
autovalores de los siguientes elementos de cuatro nodos (Hughes, 1987):
1. Elemento bilineal Q4
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2. Elemento con integracio´n reducida Q4R
3. Elemento con integracio´n reducida-selectiva Q4RS
4. Elemento con formulacio´n B
5. Elementos con deformaciones mejoradas supuestas Q1/E4, Q1/E5 y
Q1/E7
Observacio´n 2.3.16 Para los elementos de deformaciones supuestas la ma-
triz de rigidez elemental se obtiene mediante condensacio´n esta´tica para nelm =
1 en las ecuaciones (2.46; 2.47), resultando:
K˜e = Ke −ΓeT (He)−1Γe (2.75)
Se considera un elemento rectangular de base b y altura h, definie´ndose a
efectos de la discusio´n de resultados un para´metro de esbeltez r = h/b.
El material es ela´stico lineal, estando definido mediante los coeficientes de
Lame´ λ y µ. El ana´lisis de autovalores se ha efectuado de manera anal´ıti-
camente exacta con un programa de a´lgebra formal (Maple, 1991a; Maple,
1991b). Los autovectores obtenidos de la matriz de rigidez se muestran en la
figura 2.1, siendo los mismos para todos los elementos.
TR1 TR2 ROT VOL
SHR STR BG1 BG2
Figura 2.1: Autovectores de la matriz de rigidez elemental
Del ana´lisis de autovalores se extraen las siguientes conclusiones:
1. Los autovalores asociados a movimientos de so´lido r´ıgido (TR1, TR2 y
ROT), y de deformacio´n constante (VOL, SHR y STR) son ide´nticos
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(λ+ 2µ)(1 + r2) +
√
4µ(λ+ µ)(r2 − 1)2 + λ2(r2 + 1)2
]








(λ+ 2µ)(1 + r2)−
√
4µ(λ+ µ)(r2 − 1)2 + λ2(r2 + 1)2
]
Este resultado era de esperar, ya que de acuerdo con la prueba de la
parcela, estos modos de deformacio´n deben ser capturados de manera
exacta por todos los elementos considerados. Por tanto, la expresio´n de
dichos autovalores debe ser independiente de la formulacio´n empleada.
2. Las prestaciones de las distintas formulaciones de elementos esta´n ca-
racterizadas por los autovalores asociados a los modos de flexio´n (BG1
y BG2).
3. La expresio´n de los autovalores de los modos de flexio´n se muestra en
el cuadro 2.2
BG1 BG2
Q4 (µ+ (λ+ 2µ)r2)/3r (µr2 + λ+ 2µ)/3r
Q4R 0 0
Q4RS µ(2r2 + 1)/3r µ(r2 + 2)/3r
B (9µ+ r2(λ+ 10µ))/27r (9r2µ+ (λ+ 10µ))/27r
Q1/E4 4rµ(λ+ µ)/3(λ+ 2µ) 4µ(λ+ µ)/3r(λ+ 2µ)
Cuadro 2.2: Autovalores asociados a los modos de flexio´n
y su interpretacio´n permite extraer las siguientes conclusiones:
El elemento de integracio´n reducida Q4R tiene dos modos de
energ´ıa nula adicionales a los de movimiento de so´lido r´ıgido. En
consecuencia, con este elemento aparece el feno´meno de “hour-
glassing” (modos de deformacio´n con energ´ıa nula que ocasionan
deformaciones espu´reas de la malla) que invalida los resultados
obtenidos.
En re´gimen incompresible (λ → ∞), los autovalores de flexio´n
tienden a infinito para todos los elementos excepto los formula-
dos con integracio´n selectiva y con deformaciones mejoradas su-
puestas. Este hecho supone que en problemas de elasticidad cuasi
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incompresible o de plasticidad con flujo pla´stico incompresible, el
elemento se bloquea.
Observacio´n 2.3.17 El elemento B que se ha formulado so´lo
descompone aditivamente la matriz B en la parte volume´trica par-
ticularizada en el centroide ma´s la parte desviadora. Existen otras
formulaciones del elemento que mejoran sus prestaciones (Nagte-
gaal et al., 1974).
En problemas de flexio´n de vigas delgadas (r → 0 para el modo
BG1, o r →∞ para BG2), todos los elementos se bloquean salvo
los formulados con deformaciones supuestas.
A partir de las matrices de rigidez calculadas anal´ıticamente (Ma-
ple, 1991a) para los elementos mejoradosQ1/E4,Q1/E5 yQ1/E7,
se concluye que las formulaciones de estas tres familias son com-
pletamente equivalentes cuando el elemento tienen forma de pa-
ralelogramo.
2.3.9. Cinema´tica de los elementos con deformaciones
mejoradas supuestas
En este apartado se analiza el enriquecimiento que proporcionan los mo-
dos mejorados a la cinema´tica del elemento. Un elemento compatible (con
formulacio´n en desplazamientos) tiene cinco modos de deformacio´n, adema´s
de los tres correspondientes a los movimientos de so´lido r´ıgido, que expresa-

























 ∈ ∇SVh (2.76)
La bajas prestaciones de estos elementos en flexio´n y en re´gimen incompresi-
ble se justifican con los dos u´ltimos modos del espacio∇SVh que corresponden
a los modos de flexio´n BG1 y BG2, respectivamente. La componente ξ en
BG1 introduce una deformacio´n de corte para´sita cuando el elemento se exci-
ta en flexio´n pura (al igual que la componente η en BG2), que ser´ıa deseable
eliminar.












 ∈ E˜h (2.77)
La contribucio´n cinema´tica de estos modos se puede interpretar de la siguien-
te manera:
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Los dos u´ltimos modos de (2.77), al activarse, permiten que se cancelan
los te´rminos para´sitos de los modos BG1 y BG2 compatibles en (2.76).
Los modos 1 y 2 de (2.77) se activan u´nicamente para modificar los
modos de flexio´n compatibles, cuando el elemento no tiene los lados
paralelos.
Observacio´n 2.3.18 Como se ha referido en el apartado anterior, los mo-
dos mejorados no deben variar los modos compatibles que recogen de manera
exacta los estados de deformacio´n constante.
Observacio´n 2.3.19 Los modos adicionales a los del elemento Q1/E4 que
tienen los elementos Q1/E5 y Q1/E7 so´lo se activan cuando los elementos
no tienen los lados paralelos.
2.3.10. Ejemplos
Los elementos descritos se han desarrollado e implementado en el pro-
grama de elementos finitos FEAP (Taylor, 1999), con el cual se obtienen los
resultados que se muestran a continuacio´n.
Sensibilidad a la distorsio´n
En este ejemplo se analiza el problema de una me´nsula ela´stica esbelta con
una carga puntual en el extremo. Las dimensiones, propiedades del material,
condiciones de contorno y acciones se muestran en la figura 2.2.
El objeto de este ejemplo es analizar la calidad de los resultados que
se obtienen con los elementos con deformaciones supuestas mejoradas en
problemas de flexio´n, y estudiar la sensibilidad a la distorsio´n de los mismos.
Para ello, estos resultados se comparan con la solucio´n teo´rica en la hipo´tesis
de viga delgada y con los obtenidos con otras formulaciones: es conocido
que para este caso (dominado por la flexio´n) la solucio´n con elementos de
continuo compatibles es muy pobre.
La me´nsula considerada se discretiza en 8×1 elementos que se distorsionan
de forma sime´trica y asime´trica segu´n el para´metro θ (figura 2.2).
Los resultados obtenidos para la flecha en el extremo se normalizan res-












En el cuadro (2.3) se muestran los resultados obtenidos para elementos
con formulacio´n Q4, B y Q1/E4, con distorsio´n sime´trica. En el cuadro 2.4 se
muestran los resultados para los elementos Q4, B, Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7
con distorsio´n asime´trica. La razo´n de incluir en el primer caso u´nicamente
los elementos mejorados Q1/E4 es que al tener los lados paralelos, las for-
mulaciones Q1/E5 y Q1/E7 son ide´nticas a la Q1/E4 (ver apartado 2.3.8).





















Figura 2.2: Me´nsula ela´stica con carga puntual en el extremo
A la vista de estos resultados se pueden extraer las siguientes conclusiones:
1. Para elementos rectangulares (distorsio´n nula) el resultado obtenido
con los elementos mejorados es muy pro´ximo a la solucio´n exacta (se
obtiene un error del 0.33% en desplazamientos).
Con esta familia de elementos se obtiene la solucio´n exacta en pro-
blemas de flexio´n pura. En este caso hay un ligero error dado que la
flexio´n no es uniforme (el momento flector var´ıa linealmente a lo largo
de la directriz y la solucio´n de Resistencia de Materiales no considera
deformacio´n por cortante).
2. Segu´n se distorsionan los elementos, la calidad de la solucio´n disminu-
ye. Esta pe´rdida de calidad es importante cuando la geometr´ıa de los
elementos es trapezoidal. En cualquier caso, la solucio´n obtenida con
los elementos mejorados es mucho ma´s exacta que la obtenida con los
elementos convencionales.
3. Para elementos con geometr´ıa trapezoidal, segu´n aumenta la distorsio´n
se obtienen resultados muy parecidos con los elementos Q1/E4, Q1/E5
y Q1/E7 (aunque hay una liger´ısima mejora, poco significativa, con los
elementos con mayor nu´mero de modos mejorados).
Ensayo de Identacio´n de Prandtl
En este ejemplo se analiza el comportamiento de los elementos con for-
mulacio´n de deformaciones supuestas mejoradas frente a los formulados en
desplazamientos, en un problema de flujo pla´stico no contenido.
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θ Q4 B Q1/E4
0◦ 0,12458 0,12995 0,99664
15◦ 0,11080 0,11935 0,96783
30◦ 0,08022 0,09275 0,91632
45◦ 0,04985 0,06101 0,88451
Cuadro 2.3: Sensibilidad a la distorsio´n. Resultados con distorsio´n sime´trica
θ Q4 B Q1/E4 Q1/E5 Q1/E7
0◦ 0,12458 0,12995 0,99664 0,99664 0,99664
15◦ 0,09959 0,10467 0,45105 0,45107 0,45107
30◦ 0,06148 0,06563 0,26135 0,26143 0,26145
45◦ 0,03627 0,03906 0,19824 0,19845 0,19849
Cuadro 2.4: Sensibilidad a la distorsio´n. Resultados con distorsio´n asime´trica
Un cuerpo semi-infinito se identa con un punzo´n r´ıgido, con friccio´n infini-
ta, en condiciones de deformacio´n plana. En este problema, resuelto anal´ıti-
camente (Prandtl, 1920) mediante la teor´ıa de l´ıneas de deslizamiento, se
obtiene una presio´n de colapso constante e igual a σlim = (2 + pi)σY /
√
3
donde σY es la tensio´n de fluencia en el modelo de Von-Mises (ver ape´ndice
A).
El problema se ha modelizado nume´ricamente con una porcio´n rectangu-
lar finita de altura H = 10 y longitud L = 15, discretizada con una malla
muy gruesa de 5× 5 elementos como se indica en la figura 2.3. Las propieda-
des meca´nicas son las de un material de Von-Mises con plasticidad perfecta,
siendo:
E = 10000, ν = 0,3, σY = 10
El ana´lisis se ha llevado a cabo controlando los desplazamientos de los dos
nodos de la parte superior derecha, para 0 ≤ Eδ
σYH
≤ 20 siendo δ el desplaza-
miento aplicado. En la figura 2.4 se recogen las curvas fuerza-desplazamiento
obtenidas con las formulaciones en desplazamientos y con deformaciones su-
puestas mejoradas. As´ı mismo, se representa el valor de la fuerza l´ımite ob-
tenida anal´ıticamente: Flim = 89,1, suponiendo la anchura del punzo´n igual
a la anchura de un elemento.
Los resultados obtenidos muestran que con los elementos formulados en
desplazamientos no se llega a una carga l´ımite, dado que el valor de la fuerza
aumenta indefinidamente. Este elemento experimenta un bloqueo nume´rico
artificial para flujo incompresible, como es el caso de la plasticidad de Von
Mises. Sin embargo, con el elemento formulado con deformaciones supuestas
se alcanza una rama horizontal en la curva fuerza-desplazamiento. La dife-
rencia entre el valor teo´rico y el valor calculado de la carga l´ımite, se explica
porque no se puede reproducir la cinema´tica con la que se calcula la solucio´n
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anal´ıtica (en que u´nicamente desciende la superficie del so´lido en contacto
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Figura 2.4: Ensayo de Identacio´n de Prandtl: curva Fuerza-Desplazamiento
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Figura 2.5: Problema de la membrana de
Cook: dimensiones, condiciones de con-
torno y acciones.
En este ejemplo, analizado
por otros autores (Simo´ y Rifai,
1990), se comparan los elemen-
tos formulados con deformacio-
nes supuestas mejoradas con la
formulacio´n B, en problemas de
flexio´n elastopla´stica. Se conside-
ra un panel de canto variable,
empotrado en un extremo y so-
metido a esfuerzo cortante en el
otro, como se muestra en la figu-
ra 2.5. La versio´n ela´stica de este
problema es conocida como “pro-
blema de la membrana de Cook”.
El ana´lisis por elementos fini-
tos se realiza con control de fuer-
zas con 0 ≤ F ≤ 1,8. El material
modelizado es elastopla´stico J2
(Von Mises) con endurecimien-
to lineal isotro´pico y cinema´tico.
Las propiedades son:
E = 70 ν =
1
3
Hiso = 0,135 Hkin = 0,015
siendo Hiso y Hkin los mo´dulos de endurecimiento isotro´pico y cinema´tico,
respectivamente, en estado uniaxial de carga. El panel se ha discretizado con
las mallas de elementos finitos de la figura 2.6 suponiendo deformacio´n plana.
En la figura 2.7 se muestra el desplazamiento final del extremo superior
obtenido para las diferentes mallas. La formulacio´n B tiende a converger a
la misma solucio´n que las formulaciones con deformaciones supuestas, pero
empleando un nu´mero de elementos mucho mayor. La formulacio´n de defor-
maciones supuestas converge pra´cticamente con una malla de 8×8 elementos,
mientras que con la formulacio´n B se obtiene un error aproximado del 5%
con la malla de 64× 64 elementos. En consecuencia, la formulacio´n de defor-
maciones supuestas mejoradas frente a la B es menos sensible a la distorsio´n
y da resultados ma´s precisos con mallas menos refinadas.
Los resultados obtenidos con los elementos Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7 son
similares, aunque se observa una ligera mejora en la convergencia segu´n se
aumenta el nu´mero de modos mejorados.
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Figura 2.6: Membrana de Cook elastopla´stica: mallas de elementos finitos
empleadas (4, 16, 64, 256, 1024 y 4096 elementos)
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Figura 2.7: Problema de la membrana de Cook. Desplazamiento de la esquina
superior (v) frente al nu´mero de elementos por lado (n)
2.4. Elementos para grandes deformaciones
Una vez analizada la formulacio´n de los elementos mejorados con defor-
maciones infinitesimales, e´sta se generaliza para grandes deformaciones. El
esquema seguido es similar al del apartado anterior: formulacio´n e implemen-
tacio´n computacional (Simo´ y Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a; Armero y
Glaser, 1997) y ana´lisis de las prestaciones de los elementos en ejemplos con
grandes deformaciones.
2.4.1. Formulacio´n de la elasticidad finita con el fun-
cional de Hu-Washizu
En este apartado se detalla la formulacio´n variacional del problema de la
elasticidad finita.
Sea Ω0 ⊂ Rn un dominio acotado, abierto y suave, con frontera ∂Ω0,
ocupado por un so´lido S en el instante t = 0. Sea Ωt ⊂ Rn el dominio que
ocupa en el instante gene´rico t. Los puntos de Ω0 se definen mediante el
vector X ∈ Rn, y los puntos de Ωt mediante x ∈ Rn.
Observacio´n 2.4.1 En lo sucesivo Ω0 se denominara´ configuracio´n mate-
rial o configuracio´n de referencia, indistintamente. De la misma manera Ωt
sera´ la configuracio´n espacial o configuracio´n actual.
Se hace la hipo´tesis de que existe una funcio´n deformacio´n ϕ : Ω0 → Ωt
que relaciona ambas configuraciones de tal manera que a cada punto X de
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la configuracio´n material le corresponde un punto de la configuracio´n de
referencia:
x = ϕ(X) (2.78)
Observacio´n 2.4.2 Se define asimismo el tensor de segundo orden gradien-
te de deformacio´n como:




La funcio´n de deformacio´n ϕ cumple las siguientes propiedades:
1. Es un´ıvoca:
∀x ∈ Ωt, ∃!X | x = ϕ(X)
Con este requisito se evita que el so´lido S penetre en s´ı mismo
2. det(∇Xϕ) 6= 0, con objeto de evitar que a volu´menes no nulos de Ω0
le correspondan volu´menes nulos en Ωt
Llamaremos ∂ϕΩ0 al contorno de Ω0 con condiciones esenciales ϕ = ϕ y
∂TΩ0 al contorno de Ω0 que tiene condiciones naturales T : ∂TΩ0 → Rn, de
modo que se verifica ∂ϕΩ0 ∩ ∂TΩ0 = ∅ y ∂ϕΩ0 ∪ ∂TΩ0 = ∂Ω0
El comportamiento constitutivo ela´stico se supone caracterizado en cada
punto del so´lido X por una funcio´n de densidad de energ´ıa almacenada
W (X,F ).
Observacio´n 2.4.3 Para que W (X,F ) sea invariante frente a las rotacio-
nes de so´lido r´ıgido, se debe poder expresar como funcio´n del tensor derecho
de Cauchy-Green C, definido en (B.22):
W (X,F ) = Ŵ (X,C) ∀F (2.80)
La justificacio´n de (2.80) se hace en el apartado 3.3.1.
Asimismo, supondremos el so´lido cargado con fuerzas por unidad de vo-
lumen: B : Ω0 → Rn
Para las funciones de deformacio´n:
ϕ ∈ U = {ϕ : Ω0 → Ωt | ϕ ∈ H1(Ω0,Rn), ϕ = ϕ en ∂ϕΩ0} (2.81)
donde H1 es el espacio funcional de Sobolev de derivadas primeras con cua-
drado integrable (ver ape´ndice C), el principio de Hu-Washizu (Washizu,
1982) establece que la solucio´n del problema de contorno de la elasticidad
con deformaciones finitas hace que tome un valor estacionario el funcional:
Π(ϕ,F ,P ) =
∫
Ω0







ϕ · T dΓ (2.82)
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δϕ : Ω0 → Ωt | δϕ ∈ H1(Ω0,Rn), δϕ = 0 en ∂ϕΩ0
}
(2.83)
F = {F ∈ L2(Ω0,Rn × Rn)} (2.84)
P = {P ∈ L2(Ω0,Rn × Rn)} (2.85)
estando H1(Ω0,Rn) y L2(Ω0,Rn) definidos en el ape´ndice C. U0, F y P se de-
nominan respectivamente espacio de deformaciones admisibles, de gradientes
de deformaciones admisibles y de tensiones admisibles.
Considerando todas las variaciones (δϕ, δF , δP ) ∈ U0 × F × P , y anu-
lando la primera variacio´n de Π(ϕ,F ,P ) se obtienen las ecuaciones varia-
cionales:∫
Ω0













· δF dΩ = 0 (2.87)∫
Ω0
(∇Xϕ− F ) · δP dΩ = 0 (2.88)
Eliminando de (2.86; 2.87; 2.88) las variaciones arbitrarias δϕ,δF y δP , se
obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al principio variacional:
DIVP −B = 0 en Ω0 (2.89)
∇Xϕ− F = 0 en Ω0 (2.90)
−P + ∂W (X,F )
∂F
= 0 en Ω0 (2.91)
T − PN = 0 en ∂TΩ0 (2.92)
siendo N el versor normal a ∂TΩ0
Observacio´n 2.4.4 Como se comento´ anteriormente, es frecuente expresar
la funcio´n de energ´ıa interna en te´rminos del tensor derecho de Cauchy-
Green. De esta forma, la ecuacio´n (2.91) quedar´ıa:
−P + 2F ∂Ŵ (X,C)
∂C
= 0 (2.93)
Observacio´n 2.4.5 Las ecuaciones (2.89; 2.90; 2.91; 2.92) definen la for-
mulacio´n fuerte del problema de contorno, en la configuracio´n de referencia.
Observacio´n 2.4.6 La ecuacio´n (2.89) expresa el balance de la cantidad de
movimiento, (2.90) establece la igualdad entre el gradiente de deformaciones
independiente F y el gradiente de deformaciones compatible ∇Xϕ, (2.91)
identifica el campo independiente de tensiones nominales P con el que pro-
viene del potencial ela´stico W (X,F ) y (2.92) iguala la tensiones nominales
impuestas en ∂TΩ0 con el vector tensio´n que se deduce de P .
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2.4.2. Formulacio´n variacional modificada con campos
de deformaciones mejoradas supuestas
En el caso de problemas con deformaciones finitas, el ingrediente clave de
la formulacio´n con deformaciones supuestas es descomponer aditivamente el
gradiente de deformaciones:





Sustituyendo (2.94) en (2.82) se obtiene el funcional de Hu-Washizu repara-
metrizado:












ϕ · T dΓ
(2.95)
Para anular la primera variacio´n de (2.95), y obtener las ecuaciones variacio-
nales, es necesario reparametrizar tambie´n las variaciones admisibles δF del
conjunto F definido en (2.84):
δF =∇Xδϕ+ δF˜ ; ∀δϕ ∈ U0, ∀δF˜ ∈ F˜ ≡ F (2.96)
Anulando la primera variacio´n de (2.95):


















· δF˜ dΩ = 0 (2.99)∫
Ω0
F˜ · δP dΩ = 0 (2.100)
que son las ecuaciones variacionales reparametrizadas con el gradiente de
deformaciones mejorado. Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen




−B = 0 en Ω0 (2.101)
F˜ = 0 en Ω0 (2.102)
−P + ∂W (X,F )
∂F
= 0 en Ω0 (2.103)
T − PN = 0 en ∂TΩ0 (2.104)
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Observacio´n 2.4.7 Al igual que suced´ıa en el problema con deformaciones
infinitesimales (seccio´n 2.3.2), la parte mejorada del gradiente de deforma-
ciones es nula en la solucio´n exacta del problema del medio continuo. Sin
embargo, para la solucio´n aproximada del problema discretizado, en general
F˜ 6= 0.
2.4.3. Formulacio´n aproximada mediante elementos fi-
nitos mixtos
En este apartado se describe la formulacio´n mixta de elementos finitos,
que aproxima el problema variacional descrito mediante las ecuaciones (2.98;
2.99; 2.100).
Con la discretizacio´n definida en el apartado 2.3.3, el espacio definido en






(XA + dA)NA, ϕh = ϕ en ∂ϕΩ0
}
(2.105)
siendo dA el vector de desplazamientos nodales. La expresio´n (2.94) se apro-
xima de acuerdo con (2.105):
F h =∇Xϕh + F˜ (2.106)
La parte mejorada de F h se construye en tres pasos (Simo´ et al., 1993a):
1. Definicio´n de un tensor F(ξ) en el espacio isoparame´trico (que debe de
verificar unas condiciones que se discutira´n ma´s adelante).











siendo J la matriz jacobiana de la transformacio´n isoparame´trica:
J = J(ξ) =
∂X
∂ξ
J0 = J(ξ)|ξ=0 (2.109)
y j = j(ξ) = det(J), j0 = det(J0)
3. Push-forward de F˜, (ver Ape´ndice B), particularizando F en el centroi-
de:
F˜ = F 0F˜(ξ) (2.110)
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Observacio´n 2.4.8 Estos tres pasos se pueden interpretar de una manera
intuitiva. En primer lugar se define un tensor F cuyos ı´ndices esta´n en el es-
pacio isoparame´trico. A continuacio´n, los ı´ndices se pasan a la configuracio´n
de referencia obteniendo F˜. Por u´ltimo, el ı´ndice contravariante de F˜ se pasa
a la configuracio´n deformada obtenie´ndose F˜ .
Los espacios definidos en (2.81; 2.83; 2.84; 2.85), se aproximan por los si-
guientes subespacios de dimensio´n finita:
U0h =
{










P h ∈ L2(Ω0,Rn × Rn)
}
(2.113)
El funcional de Hu-Washizu, expresado en te´rminos de los espacios de
dimensio´n finita anteriormente definidos, es:













ϕh · T dΓ (2.114)
Haciendo:
δΠ(ϕh, F˜,P h) = 0 ∀(δϕh, δF˜, δP h) ∈ U0h × F˜h ×Ph (2.115)





















· F 0δF˜dΩ = 0 (2.117)∫
Ω0
F 0F˜ · δP hdΩ = 0 (2.118)
siendo:
∇0(·) =∇X(·)|X=0 (2.119)
Observacio´n 2.4.9 Para obtener las ecuaciones (2.116; 2.117; 2.118) se ha
considerado la relacio´n:
δF˜ h =∇0(δϕh)F˜+∇0ϕhδF˜ (2.120)
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Ana´logamente a como se hizo en el caso infinitesimal, el campo de tensiones
P h se elimina de las ecuaciones (2.116; 2.117; 2.118) imponiendo a priori la
ortogonalidad generalizada entre los elementos de F˜h y Ph a trave´s de∇0Uh:∫
Ω0
P h · F 0F˜dΩ = 0 ∀P h ∈ P , ∀F˜ ∈ F˜h (2.121)
Observacio´n 2.4.10 Al eliminar expl´ıcitamente de la formulacio´n el campo
independiente P h, las tensiones de ca´lculo son las que se obtienen a partir




















· F 0δF˜dΩ = 0 (2.124)
2.4.4. Formulacio´n matricial
La formulacio´n matricial de las ecuaciones (2.123; 2.124), con objeto de
que la implementacio´n computacional sea eficiente (Simo´ y Armero, 1993;
Armero y Glaser, 1997), se realiza en la configuracio´n deformada. Para ello
se hace el push-forward (ver ape´ndice B) del tensor de Piola-Kirchhoff y del
gradiente de deformaciones:
τ̂ = P̂ F T (2.125)
∇xϕ = F−T∇Xϕ (2.126)
obtenie´ndose el tensor de tensiones de Kirchhoff τ̂ , y el gradiente de deforma-
ciones en la configuracio´n deformada ∇x. Dado que algunos tensores esta´n
definidos en el centroide del elemento, se empleara´ la siguiente notacio´n:
∇X [·] =∇X [·] + F˜∇0[·] (2.127)
∇x[·] = F−T∇X [·] (2.128)
∇0[·] = F−T0 ∇0[·] (2.129)
Con esta notacio´n, las ecuaciones (2.123; 2.124) se reescriben:∫
Ωt
[





δϕh · T dΓ = 0 (2.130)∫
Ωt
τ̂ ·∇0ϕhδF˜dΩ = 0 (2.131)
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Para expresar (2.130; 2.131) en forma matricial, la deformacio´n ϕh se inter-
pola a nivel elemental con las funciones de forma compatibles, de acuerdo


















siendo nenh el nu´mero de modos mejorados y ΓI para´metros internos del
elemento. Al tensor F obtenido mediante (2.135) se le aplican posteriormente
las transformaciones definidas en (2.107; 2.110).
Con objeto de reordenar las ecuaciones (2.130; 2.131) de acuerdo con la
notacio´n esta´ndar en que el tensor de tensiones se expresa en forma de vector,
se definen las matrices:
bA =
 ∇1NA 00 ∇2NA
∇2NA ∇1NA




 I = 1 . . . neenh GI = F 0F˜IF−1 (2.137)



















gT τ̂ hdΩ = 0 (2.139)
siendo A el operador de ensamblaje.
2.4.5. Condiciones de convergencia y estabilidad
Existen dos requisitos para que los elementos formulados con deformacio-
nes supuestas sean estables:
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1. La condicio´n de ortogonalidad expresada en (2.121). De esta expresio´n
se deduce que para campos de tensio´n nominal constante P = P 0, se
ha de verificar: ∫
Ωe0
F˜dΩ = 0 (2.140)
y sustituyendo (2.107) resulta la integral extendida al dominio isopa-
rame´trico ¤: ∫
¤
Fd¤ = 0 (2.141)
2. Los gradientes de deformacio´n contenidos en E , no deben pertenecer al
conjunto de gradientes de deformacio´n compatibles, obtenidos a partir
del campo de desplazamientos contenido en Uh:
∇XUh ∩ F˜h = ∅ (2.142)
Observacio´n 2.4.11 En la formulacio´n para deformaciones infinitesimales
los requisitos 1 y 2 garantizan la convergencia y estabilidad del me´todo. En
concreto, con el primero se garantiza que el elemento pasa la prueba de la
parcela. En el caso no lineal, garantizan que el elemento reproduce de manera
exacta los resultados correspondientes a estados en los que el gradiente de
deformacio´n es constante.
En el caso no lineal existe un tercer requisito adicional a los que se establec´ıan
en la formulacio´n con deformaciones infinitesimales:
3. Los gradientes de deformacio´n generados por el conjunto F˜h no deben
variar al transformarlos mediante rotaciones de so´lido r´ıgido. El gra-
diente compatible verifica esta propiedad. Por tanto, con este requisito
se logra que el gradiente de deformacio´n obtenido con (2.94) tampoco
var´ıe con las rotaciones de so´lido r´ıgido.
En el siguiente apartado se expone la metodolog´ıa de disen˜o de los elementos
para que cumplan las tres condiciones anteriormente descritas.
2.4.6. Disen˜o de elementos
El disen˜o de elementos con deformaciones mejoradas supuestas consiste
en definir las componentes mejoradas FI que generan el gradiente de deforma-
ciones F, de acuerdo a la expresio´n (2.135). Dicha definicio´n ha de cumplir
con los requerimientos descritos en la seccio´n 2.4.5. Ejemplos de distintos
elementos, para problemas bidimensionales y axilsime´tricos, formulados con
esta metodolog´ıa son:
Elemento Q1/E4 (Simo´ y Armero, 1993). La formulacio´n de este ele-
mento coincide con la original de Wilson & Taylor para pequen˜as de-
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con la transformacio´n (2.107).
Elemento Q1/ES4 (Armero y Glaser, 1997). Este elemento se formula























con la transformacio´n (2.107).
Elemento Q1/ET4 (Armero y Glaser, 1997). La formulacio´n de este























con la transformacio´n (2.108).






















con la transformacio´n (2.108) y sin considerar F 0 en la relacio´n (2.110).
Esta omisio´n hace que el elemento no sea objetivo bajo rotaciones de
so´lido r´ıgido (Armero y Glaser, 1997).
La formulacio´n de elementos axilsime´tricos se realiza an˜adiendo el modo co-
rrespondiente a la deformacio´n circunferencial (Simo´ y Armero, 1993). Las




 ξ−ξ 0 00 0 0
0 0 0
+ Γ2
 0 0 0ξ−ξ 0 0
0 0 0
+ Γ3




 0 0 00 η−η 0
0 0 0
+ Γ5
 0 0 00 0 0





 ξ−ξ 0 00 0 0
0 0 0
+ Γ2
 0 ξ−ξ 0ξ−ξ 0 0
0 0 0
+ Γ3




 0 0 00 η−η 0
0 0 0
+ Γ5
 0 0 00 0 0
0 0 ξη j(ξ)
j0R(ξ)
 (2.148)
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Elemento Axilsime´trico Q1/ET5:
F = Γ1
 ξ−ξ 0 00 0 0
0 0 0
+ Γ2
 0 ξ−ξ 00 0 0
0 0 0
+ Γ3




 0 0 00 η−η 0
0 0 0
+ Γ5
 0 0 00 0 0

















Para la implementacio´n computacional de los elementos descritos, el pro-
cedimiento es ana´logo al desarrollado en el caso de deformaciones infinitesi-
males. Las expresiones linealizadas de los vectores de fuerzas internas y he,enh
que aparecen en la ecuaciones (2.138; 2.139) son para la iteracio´n k:
f̂
e,int
= f e,int(k) +
∂f e,int
∂Γ









Por motivos de claridad, en este caso las matrices se expresara´n en notacio´n
indicial. De acuerdo con las definiciones (2.128, 2.136; 2.137) y considerando



































(GIτ ) ·GJdΩ (2.156)
donde ce es la matriz de orden 2 que se obtiene a partir del tensor constitutivo
tangente ce de orden 4, siguiendo el procedimiento detallado en (Hughes,
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Observacio´n 2.4.13 En las expresiones (2.154; 2.155; 2.156) las dimensio-
nes de las matrices que resultan son:
∂f e,intA
∂dB







y al agrupar a nivel elemental los sub´ındices A,B,I y J , resulta:
∂f e,int
∂d
∈ R(nenod·ndim) × R(nenod·ndim) (2.162)
∂f e,int
∂Γ
∈ R(nenod·ndim) × Rnenh (2.163)
∂he
∂Γ
∈ Rnenh × Rnenh (2.164)
Finalmente, para realizar la implementacio´n en un programa de elementos













el esquema que resulta es ide´ntico al descrito en el apartado 2.3.7 para el
caso de deformaciones infinitesimales, pudie´ndose emplear el algoritmo del
cuadro 2.1.
2.4.8. Problemas con la subintegracio´n de los elemen-
tos: Ejemplos
La formulacio´n para grandes deformaciones descrita en este cap´ıtulo pre-
senta un problema de subintegracio´n cuando se emplean cuatro puntos de
Gauss, como queda demostrado a partir de ensayos nume´ricos (Simo´ et al.,
1993a). Posteriormente se justifica de manera anal´ıtica (Wriggers y Reese,
1996) la aparicio´n de un modo de energ´ıa nula en compresio´n, para la for-
mulacio´n Q1/E4 empleando un modelo constitutivo hiperela´stico de tipo
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Neo-hookeano. Finalmente se obtienen expresiones cerradas del ca´lculo de
autovalores para el modelo hiperela´stico general de Ogden (Armero, 1996a),
con aplicacio´n a las formulaciones de los elementos propuestos en trabajos
posteriores al original de Simo´ (Glaser y Armero, 1995; Armero y Glaser,
1997). En estos trabajos se demuestra que los elementos Q1/ES4 y Q1/ET4
no tienen el modo de energ´ıa nula en compresio´n, aunque tambie´n presentan
un modo de energ´ıa nula en ciertas situaciones con grandes deformaciones de
naturaleza pla´stica. En la formulacio´n posterior de elementos mixtos mejo-
rados (Kasper y Taylor, 1997b), este problema queda resuelto.
A continuacio´n se muestran dos ejemplos significativos de esta problema´ti-
ca. Se han resuelto con los elementos y modelos constitutivos programados
por el autor en el co´digo de elementos finitos FEAP (Taylor, 1999).
Extensio´n simple de un elemento
Con este ejemplo ba´sico se estudia la influencia del orden de la cuadratura
de Gauss en los elementos con deformaciones supuestas. Se considera un un
elemento cuadrado de lado 2 sometido al estiramiento que se muestra en la





Figura 2.8: Extensio´n de un elemento
Se considera un material de Von-Mises con el modelo constitutivo elas-
topla´stico de grandes deformaciones que se describira´ en el cap´ıtulo siguiente.
Las propiedades ela´sticas adoptadas son E = 206,9 y ν = 0,29 para una den-
sidad de energ´ıa ela´stica de tipo cuadra´tico: W = 1/2(ε · ceε) en la que el
tensor espacial ce es constante. El endurecimiento esta´ definido por la ley de
saturacio´n: σY = 0,45 + 0,26 (1− e−16,93εp) + 0,13εp
El modelo de elementos finitos se integra con la regla de 4 puntos de
Gauss, empleando los elementos Q4, Q1/P0, Q1/E4, Q1/ES4 y Q1/ET4.
En la figura 2.9 se muestran las deformadas del elemento al final del proceso.
Para un cierto valor del estiramiento se presenta el feno´meno de hourglassing
debido a que la matriz de rigidez elemental queda subintegrada. Los modos
mejorados se activan de manera espu´rea, para los elementos Q1/E4, Q1/ES4
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y Q1/ET4, cuando el estiramiento λ2 vale 1,52, 1,42 y 1,35, respectivamen-
te. Este hecho se muestra claramente al dibujar la energ´ıa interna frente al
alargamiento (figura 2.10). El problema de subintegracio´n se alivia con 5 y
9 puntos, aunque tambie´n se presenta un ligero hourglassing (Gabaldo´n y
Goicolea, 1998).
 * * Test de extension elastoplastica. Q4                   
               Time = 1.00E+00
 * * Test de extension elastoplastica. Q1P0                 
               Time = 1.00E+00                Time = 1.00E+00
* * Test de extension elastoplastica. Q1E4                 * * Test de extension elastoplastica. Q1ES4 (4 g.p.)       
               Time = 1.00E+00                Time = 1.00E+00
* * Test de extension elastoplastica. Q1ET4 (4 g.p.)       Q4 1/P0 1/E4 Q1/ES4 Q1/ET4
Figura 2.9: Extensio´n simple de un elemento. Deformadas para la regla de


















Figura 2.10: Energ´ıa de deformacio´n (incremental) para 4 puntos de Gauss
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Estriccio´n en deformacio´n plana
Figura 2.11: Malla
de elementos finitos
En este ejemplo se analiza el ensayo de traccio´n
simple de una probeta rectangular en deformacio´n pla-
na, producie´ndose una estriccio´n en la zona central de
la misma. Este ejemplo ha sido analizado anteriormen-
te en (Armero y Glaser, 1997).
Se considera una probeta de dimensiones 53,334×
12,826, modeliza´ndose por condiciones de simetr´ıa 1/4
de la misma. Para conseguir que se forme la estriccio´n
se reduce el ancho en la seccio´n central un 0,982%,
suponiendo que la variacio´n es lineal entre esta sec-
cio´n y las secciones extremas. La malla tiene 10 × 20
elementos, con la discretizacio´n que se muestra en la
figura 2.11.
El problema se resuelve con control de desplaza-
mientos. En el borde superior se aplica un desplaza-
miento en direccio´n axial que llega a valer u = 7 al
final del ana´lisis. El modelo constitutivo empleado es
ide´ntico al del ejemplo anterior.
El problema se resuelve con los elementos Q1/E4
y Q1/ES4, integrados con 4, 5 y 9 puntos de Gauss.
Con 4 puntos, cuando el desplazamiento impuesto es
u = 5,6 el “hourglassing” se ha propagado por la malla
dando lugar a resultados no va´lidos. En la figura 2.12
se muestran las deformadas obtenidas y un detalle de la zona de estriccio´n.
Empleando reglas de 5 y 9 puntos de Gauss, este problema se corrige ob-
tenie´ndose las deformadas de las figuras 2.13 y 2.14, respectivamente. No obs-
tante au´n se puede apreciar un ligero hourglassing. Desaparecer´ıa an˜adiendo
te´rminos de rigidez artificial (Armero y Glaser, 1997).
La figura 2.15 muestra la curva fuerza-desplazamiento obtenida. Los re-
sultados obtenidos con los elementos Q1/ES4 y Q1/ET4 son pra´cticamente
los mismos. Por otra parte, de este gra´fico y de las figuras 2.13 y 2.14, se con-
cluye que en este ejemplo no tiene intere´s emplear la regla de nueve puntos
frente a la de cinco ya que los resultados son pra´cticamente ide´nticos.
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Time = 1.00E+00
u=5.6
Elemento Q1/ES4 (4 p.g.)
Time = 1.00E+00
u=5.6
Elemento Q1/ES4 (4 p.g.)
Time = 1.00E+00
u=5.6
Elemento Q1/ET4 (4 p.g.)
Time = 1.00E+00
u=5.6
Elemento Q1/ET4 (4 p.g.)Q1/ES4 Q1/ET4Figura 2.12: Estriccio´n en deformacio´n lana (u = 5,6). 4 Puntos de Gauss
Time = 1.00E+00
u=7.0
Elemento Q1/ES4 (5 p.g.)
Time = 1.00E+00
Elemento Q1/ES4 (5 p.g.) u=7.0
Time = 1.00E+00
u=7.0
Elemento Q1/ET4 (5 p.g.) Time = 1.00E+00Elemento Q1/ET4 (5 p.g.) u=7.0
Q1/ES4 Q1/ET4
Figura 2.13: Estriccio´n en deformacio´n plana (u = 7,0). 5 Puntos de Gauss
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Time = 1.00E+00
u=7.0
Elemento Q1/ES4 (9 p.g.)
Time = 1.00E+00Elemento Q1/ES4 (9 p.g.) u=7.0
Time = 1.00E+00
u=7.0
Elemento Q1/ET4 (9 p.g.) Time = 1.00E+00Elemento Q1/ET4 (9 p.g.) u=7.0
Q1/ES4 Q1/ET4













Q1/ES4 (5 puntos de Gauss)
Q1/ES4 (9 puntos de Gauss)
Q1/ET4 (5 puntos de Gauss)
Q1/ET4 (9 puntos de Gauss)
Figura 2.15: Estriccio´n en deformacio´n plana. Curva Fuerza-Desplazamiento
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2.5. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha descrito la formulacio´n de los elementos con de-
formaciones mejoradas supuestas, tanto para deformaciones infinitesimales
como para problemas con grandes deformaciones. Estos elementos presentan
las siguientes ventajas frente a otras formulaciones convencionales:
1. Se consiguen soluciones ma´s precisas en mallas con menos elementos.
2. Son menos sensibles a la distorsio´n.
3. Su formulacio´n es de tipo general, respondiendo correctamente tanto
en problemas de flexio´n como en problemas cuasi-incompresibles.
Como inconvenientes esta´n su coste computacional y la necesidad de emplear
reglas de integracio´n de Gauss con ma´s de cuatro puntos, debido a la ines-
tabilidad que presentan con grandes deformaciones pla´sticas. En el cap´ıtulo
5 se discutira´ la posibilidad de representar la cinema´tica de las bandas de




3.1. Resumen y Objetivos
Este cap´ıtulo se dedica a describir la formulacio´n e implementacio´n de
un modelo constitutivo para so´lidos elastopla´sticos sometidos a grandes de-
formaciones. Este modelo, formulado e implementado con elementos mixtos
(Garino, 1993), se plantea en este trabajo en el contexto de los elementos con
deformaciones supuestas. Se trata de un modelo con hiperelasticidad, basado
en las descomposicio´n multiplicativa del gradiente de deformaciones. El mo-
delo se define en la configuracio´n intermedia, resultando as´ı objetivo para las
rotaciones de so´lido r´ıgido, y se implementa en la configuracio´n deformada
con el fin de mantener las ventajas de coste computacional ya demostradas
(Garino, 1993).
El cap´ıtulo comienza con la descripcio´n de los modelos hiperela´sticos
iso´tropos. A continuacio´n se describe la hipo´tesis de la descomposicio´n mul-
tiplicativa ela´stica - pla´stica y se analizan las consecuencias e implicacio-
nes de esta hipo´tesis. Antes de definir el modelo constitutivo se dedica un
apartado a resumir las caracter´ısticas principales de la cinema´tica del con-
tinuo elastopla´stico con grandes deformaciones. A continuacio´n se expone la
metodolog´ıa de integracio´n de las ecuaciones de la plasticidad, los aspectos
computacionales de la misma, y la implementacio´n en elementos con defor-
maciones supuestas. El cap´ıtulo finaliza con varios ejemplos de validacio´n,
la simulacio´n del ensayo de traccio´n simple con estriccio´n, y un apartado
de conclusiones. Al final de la tesis se han incluido dos ape´ndices con re-
lacio´n a este cap´ıtulo. El primero de ellos se dedica a revisar los conceptos
de la plasticidad infinitesimal con aplicacio´n a los modelos de Von-Mises y
Drucker-Prager. El segundo se describe la cinema´tica de los medios continuos
ela´sticos con grandes deformaciones, pretendie´ndose que su lectura sirva de
introduccio´n al apartado 3.5.
3.2 Elastoplasticidad con grandes deformaciones
3.2. Introduccio´n
En este cap´ıtulo se describe el modelo constitutivo implementado en es-
te trabajo para los elementos mejorados de grandes deformaciones descritos
en el cap´ıtulo 2 (Q1/E4, Q1/ES4 y Q1/ET4, y los axilsime´tricos corres-
pondientes). Inicialmente fue propuesto en (Garino, 1993), integra´ndolo con
elementos mixtos Q1/P0. Con el fin de comparar la respuesta de todos es-
tos elementos, el elemento mixto empleado por (Garino, 1993) tambie´n se
ha programado en este trabajo dentro del programa de elementos finitos
FEAP (Taylor, 1999). Este modelo describe el comportamiento de los so´lidos
elastopla´sticos sometidos a grandes deformaciones. La metodolog´ıa seguida
consiste en definir a priori los elementos del modelo constitutivo imponiendo
las restricciones correspondientes a los principios de objetividad y simetr´ıa
material. Posteriormente se verifica el cumplimiento de la segunda ley de la
termodina´mica.
Observacio´n 3.2.1 Este procedimiento es empleado por algunos autores (Mo-
ran et al., 1990). De manera alternativa se puede partir de la segunda ley de
la termodina´mica y obtener los elementos del modelo constitutivo imponiendo
que sea ma´xima la disipacio´n pla´stica (Simo´, 1988a)
3.3. Modelos hiperela´sticos
3.3.1. Definicio´n
Los materiales cuyo comportamiento constitutivo es funcio´n exclusiva del
estado de deformacio´n que tienen en el instante considerado se denominan
materiales ela´sticos. Empleando para ello el gradiente de deformacio´n F y el
primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff P (ver ape´ndice B), conjugado
de F , la elasticidad se puede expresar mediante la relacio´n:
P = P (X,F ) (3.1)
Si en un material ela´stico el trabajo interno de un proceso de deformacio´n
depende u´nicamente de los estados en el instante inicial y en el final, dicho
material se dice que es hiperela´stico. Como consecuencia, existe una funcio´n
de densidad de energ´ıa interna W , que verifica:
W (X,F ) =
∫ t
t0
P · F˙ dt; W˙ (X,F ) = P · F˙ (3.2)
De manera alternativa, la tasa de la funcio´n W se puede expresar como:










La ecuacio´n constitutiva (3.4) se puede utilizar como definicio´n de material
hiperela´stico. Si la matriz Q expresa una rotacio´n de so´lido r´ıgido (Q ∈
SO(3)), el requerimiento de objetividad aplicado a la funcio´n W , implica
que:
W (X,F ) = Ŵ (X,QF ) ∀Q ∈ SO(3) (3.5)
Expresando la descomposicio´n polar de F :
F = RU = V R R ∈ SO(3), U 2 = F TF , V 2 = FF T (3.6)
y particularizando Q en (3.5) para la matriz R−1 de la descomposicio´n polar
se concluye que:
W (X,F ) = Ŵ (X,C) donde C = F TF = U 2 (3.7)
Es decir, Ŵ depende u´nicamente de las componentes de estiramiento del
tensor F . Derivando Ŵ (X,C) respecto C y teniendo en cuenta la relacio´n
entre los tensores primero y segundo de Piola-Kirchhoff (ver ape´ndice B), en





3.3.2. Tensor ela´stico tangente
La relacio´n entre los tensores de tensio´n y deformacio´n dada por (3.8)
es no lineal. En un esquema de solucio´n iterativo de las ecuaciones (por
ejemplo Newton-Raphson), esta relacio´n debe de ser linealizada. Calculando








siendoE el tensor de deformaciones de Green. Aplicando la regla de la cadena
se obtiene:










La expresio´n del tensor ela´stico tangente en la configuracio´n deformada se













Lv τ = ceLv e (3.12)
donde Lv es la derivada de Lie (Ape´ndice B)
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3.3.3. Hiperelasticidad iso´tropa
Los siguientes desarrollos se restringen al caso de los materiales hipe-
rela´sticos iso´tropos. Un ana´lisis muy claro y detallado de este tipo de modelos
se realiza en (Bonet y Wood, 1997).
En un modelo hiperela´stico iso´tropo la dependencia deW y C debe de ser
independiente de la direccio´n de los ejes de referencia adoptados. Por tanto,
W u´nicamente debe depender de los invariantes del tensor C:
W (C,X) = W (IC , IIC , IIIC , X) (3.13)
donde:
IC = traza(C) (3.14)
IIC = traza(CC) (3.15)
IIIC = det(C) (3.16)





















La expresio´n (3.20) puede transformarse a la configuracio´n deformada, que-
dando en te´rminos del tensor de tensiones de Kirchhoff τ , y del tensor de











Observacio´n 3.3.1 La expresio´n (3.21) se obtiene sustituyendo en (3.20)
las relaciones entre b y C y entre τ y S (ape´ndice B), y teniendo en cuenta
que los invariantes de b y C son los mismos.
Ejemplo 3.1 (Material Neo-hookeano compresible) En este ejemplo se
aplican los desarrollos anteriores al caso particular de un material hiperela´sti-
co iso´tropo denominado so´lido Neo-hookeano compresible. En estos materia-




(log J)2 − µ log J + µ
2
(traza(C)− 3) (3.22)
siendo λ y µ los coeficientes de Lame´.
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Observacio´n 3.3.2 En la expresio´n (3.22) los dos primeros sumandos son
las componentes volume´tricas de la energ´ıa. El sumando µ
2
(traza(C)− 3) es
el te´rmino Neo-hookeano y esta´ asociado a la deformacio´n de corte.
Observacio´n 3.3.3 En ausencia de deformacio´n C = 1, J = 1, con lo que
razonablemente se anula la funcio´n W .
El tensor de tensiones se obtiene aplicando (3.8) a (3.22). Operando:
S = 2













S = λ log JC−1 − µ(C−1 − 1) (3.25)
El mismo modelo se puede describir en la configuracio´n deformada, el tensor
de tensiones de Kirchhoff se obtiene mediante el push-forward de S:
τ = (λ log J − µ)1+ µb (3.26)






KL + 2(µ− λ log J)C−1IKC−1JL (3.27)
y haciendo el push-forward se obtiene el tensor c que relaciona la tasa de las
tensiones de Kirchhoff con la de las deformaciones de Almansi:
ceijkl = λδijδkl + 2(µ− λ log J)δikδjl (3.28)
Observacio´n 3.3.4 En el caso particular de deformaciones infinitesimales
J ≈ 1, y la expresio´n (3.28) se corresponde con la ley de Hooke.
3.4. Modelos basados en la descomposicio´n
multiplicativa
Desde el punto de vista micromeca´nico, el flujo pla´stico de monocristales
puede interpretarse que corresponde a movimientos de dislocacio´n de la red
cristalina. Esta interpretacio´n es el punto de partida de las descripciones del
flujo pla´stico en problemas de plasticidad de metales, y se muestra en la figura
3.1 para el caso de un cristal en el que los movimientos de la red cristalina son
paralelos a un u´nico plano. La base ortonormal {m, s} se considera unida a la
red cristalina. El versor m se toma en la direccio´n de dislocacio´n. El versor
s es perpendicular a m, siendo el movimiento de la red paralelo al plano
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definido por ambos versores. La transformacio´n definida por F p esta´ asociada
u´nicamente a un movimiento de dislocacio´n del material que deja invariable
la red cristalina. Esta transformacio´n queda definida mediante la expresio´n:
F p = 1+ γm⊗ s (3.29)
siendo γ la magnitud de la dislocacio´n. El tensor F e esta´ asociado al es-
tiramiento y rotacio´n de la red cristalina. La deformacio´n total se expresa
entonces mediante:











Figura 3.1: Interpretacio´n f´ısica de la descomposicio´n multiplicativa del gra-
diente de deformaciones
El inconveniente de la descomposicio´n multiplicativa es que la configura-
cio´n intermedia esta´ indeterminada a falta de una rotacio´n. Este hecho no
tiene relevancia cuando el material es iso´tropo. Sin embargo, en materiales
aniso´tropos es necesario considerar ecuaciones adicionales (por ejemplo, la
ley de evolucio´n del tensor pla´stico de vorticidad ωp).
La descomposicio´n multiplicativa fue propuesta a finales de los an˜os se-
senta (Lee, 1969). Unos an˜os antes Green y Naghdi propusieron un modelo
basado en la descomposicio´n aditiva del tensor de Green-Lagrange:
E = Ee +Ep (3.31)
A lo largo de algunos an˜os se desarrollo´ una interesante pole´mica sobre la
validez o no de ambas descomposiciones. Por otra parte, en el a´mbito de la
meca´nica computacional algunos autores (Mc Mecking y Rice, 1975; Nag-
tegaal y de Jong, 1981) han empleado la descomposicio´n aditiva del tensor
velocidad de deformacio´n:
d = de + dp (3.32)
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postulada originalmente para el desarrollo de la teor´ıa cla´sica de la plasticidad
(Hill, 1950). Afortunadamente, las hipo´tesis (3.30; 3.31; 3.32) son finalmente
unificadas (Simo´ y Ortiz, 1985). En este trabajo demuestran que partiendo
de la descomposicio´n multiplicativa se llega a la descomposicio´n aditiva de
las deformaciones de Green-Lagrange E y Almansi e (esta u´ltima equivale
a (3.32) pues la velocidad de deformacio´n y las deformaciones de Almansi
esta´n relacionadas mediante la derivada de Lie, d = Lv(e), tal y como se
describe en el ape´ndice B.
3.5. Cinema´tica del problema elastopla´stico
Antes de definir el modelo constitutivo implementado en este trabajo,
es conveniente describir la cinema´tica del problema elastopla´stico con gran-
des deformaciones. En el ape´ndice B se exponen los conceptos generales de
la cinema´tica con grandes deformaciones de un medio continuo. Por tanto,
aqu´ı u´nicamente se detallara´n los aspectos relacionados con la existencia de
una configuracio´n intermedia. Se sigue el siguiente criterio de notacio´n:
1. Los tensores y sub´ındices que se refieren a la configuracio´n de referencia
se describen con letras mayu´sculas, los referidos a la configuracio´n de-
formada con minu´sculas, y los referentes a la configuracio´n intermedia
con letras super-rayadas.
2. Los operadores push-forward y pull-back (ape´ndice B) se denotan por
φ∗ y φ∗, respectivamente. La derivada de Lie (ape´ndice B) se expresa
Lv.
Partiendo de la descomposicio´n multiplicativa del tensor gradiente de defor-
maciones (3.30), se puede considerar que la parte pla´stica de dicho tensor
define una tercera configuracio´n, adicional a las de referencia y deformada,
que se denomina configuracio´n intermedia (figura 3.2).
Observacio´n 3.5.1 La configuracio´n intermedia esta´ definida de manera
local, de manera que no puede interpretarse como la configuracio´n del so´lido
descargado ela´sticamente. Se puede interpretar, de manera poco intuitiva,
como la configuracio´n formada por los entornos infinitesimales de cada punto
x ∈ Ωt, cuando x se descarga ela´sticamente (Simo´ y Hughes, 1998)
De manera ana´loga a como se han definido los operadores push-forward y
pull-back en el ape´ndice B, la existencia de una configuracio´n intermedia Ω
permite trabajar en este caso, con los siguientes operadores:
1. Push-forward pla´stico φ
(p)
∗ : Z = φ(p)∗ Z , que transforma los tensores Z
que aplican sobre los espacios tangente y/o cotangente de la variedad
Ω0 en tensores Z que aplican sobre los de la variedad Ωt.







Figura 3.2: Descomposicio´n multiplicativa. Configuraciones original, defor-
mada e intermedia
2. Pull-back pla´stico φ∗(p): Z = φ∗(p)Z. En este caso el operador apli-
ca sobre tensores Z definidos en los espacios de la variedad Ωt y los
transforma a tensores Z de los espacios de la variedad Ω0.
3. Push-forward ela´stico φ
(e)
∗ : z = φ
(e)
∗ Z. En este caso los tensores Z
en los espacios de la variedad Ωt se transforman en tensores z de los
espacios de la variedad Ωt
4. Pull-back ela´stico φ∗(e): Z = φ∗(e)z . Transforma los tensores z en ten-
sores Z
Se definen los siguientes tensores en la configuracio´n intermedia:
1. Tensor ela´stico de Cauchy-Green:
C = F e
T
F e (3.33)
2. Tensor pla´stico de Finger:
b
p
= F pF p
T
(3.34)
A partir de (3.33; 3.34), y considerando una me´trica ortonormal1, se definen
los siguientes tensores de deformacio´n:
1Empleando una me´trica general, en lugar del tensor 1 aparecer´ıa el tensor me´tricos G
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(C − 1) (3.35)







Aplicando los operadores push-forward y pull-back a los tensores definidos











































La conclusio´n ma´s importante de las expresiones en (3.37), es que a partir
de la descomposicio´n multiplicativa se llega a la descomposicio´n aditiva del
tensor de Green-Lagrange en la configuracio´n de referencia, y a la descom-
posicio´n aditiva del tensor de Almansi en la configuracio´n deformada.
Observacio´n 3.5.2 Los resultados obtenidos a partir de las definiciones en
la configuracio´n intermedia (3.33; 3.34; 3.35; 3.36), pueden ser obtenidos de
otras formas. Por ejemplo (Green y Naghdi, 1965) definiendo en la confi-
guracio´n de referencia los tensores E, Ep y postulando la descomposicio´n
aditiva E = Ee+Ep. A partir de estas definiciones, mediante los operadores
push-forward pla´stico y push-forward, obtienen los correspondientes tensores
en las configuraciones intermedia y deformada.
Para describir los tensores velocidad de deformacio´n es necesario generalizar
el concepto de Derivada de Lie (Marsden y Hughes, 1983) definiendo la Deri-
vada pla´stica de Lie, que permite derivar objetivamente los tensores definidos








Por otra parte, sustituyendo la descomposicio´n multiplicativa (3.30) en la
expresio´n del gradiente de velocidad l:
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y de acuerdo con esta expresio´n se define el gradiente ela´stico de velocidad y













Partiendo de las definiciones de los tensores de deformacio´n en la confi-
guracio´n intermedia, los correspondientes tensores velocidad de deformacio´n
















































































Observacio´n 3.5.3 La velocidad de deformacio´n de los tensores definidos
en la configuracio´n de referencia se obtiene simplemente derivando respecto


















De la aditividad del operador derivada, se concluye que el tensor velocidad
de deformacio´n de Green-Lagrange admite la descomposicio´n aditiva en las
partes ela´stica y pla´stica.






d = de + dp (3.50)
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Observacio´n 3.5.4 La descomposicio´n aditiva de los tensores de deforma-
cio´n y de sus tasas se verifica en las tres configuraciones. En concreto, la
expresio´n d = de+dp, generalmente empleada en modelos hipoela´sticos (En-
gelman y Hallquist, 1991; Goicolea, 1990), se toma como hipo´tesis de partida
en distintos trabajos (Mc Mecking y Rice, 1975; Nagtegaal y de Jong, 1981).
Por otra parte, Lee y coautores solo aceptan la descomposicio´n aditiva de
d si las deformaciones ela´sticas son pequen˜as. Esta discrepancia, que radica
en la definicio´n de cada uno de los te´rminos, esta´ recopilada y discutida en
(Garino, 1993).
3.6. Definicio´n del modelo constitutivo
En este trabajo se emplea el modelo constitutivo definido en (Garino,
1993), y posteriormente se implementa en el contexto de los elementos for-
mulados con deformaciones mejoradas supuestas.
La condicio´n de objetividad se impone exigiendo la invarianza ante los
movimientos de so´lido r´ıgido en la configuracio´n espacial. Esta condicio´n es
menos restrictiva que otras que adema´s imponen la invarianza en la configu-
racio´n intermedia (Casey y Naghdi, 1980). Sea Q(t) una rotacio´n de so´lido
r´ıgido en la configuracio´n espacial y [ ·̂ ] la variable [·] rotada. Dado que la
configuracio´n intermedia permanece fija ante el movimiento definido por Q:
F̂
p
= F p (3.51)
los requisitos de objetividad para algunos tensores significativos son:
F̂ = QF (3.52)
F̂
e
= QF e (3.53)
τ̂ = QτQT (3.54)
P̂ = QP (3.55)
Ŝ = S (3.56)
y para cumplirlos se toman las siguientes precauciones:
1. El modelo se define en la configuracio´n intermedia que, como ya se ha
comentado, no var´ıa con las rotaciones de so´lido r´ıgido.
2. La respuesta ela´stica se formula con una funcio´n hiperela´stica que de-
pende de C
3.6.1. Funcio´n de energ´ıa libre
Para definir la funcio´n de energ´ıa libre Ψ, se parte de la hipo´tesis siguiente:
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Hipo´tesis 3.6.1 (Elasticidad Desacoplada) La funcio´n de energ´ıa libre
se descompone aditivamente en una parte ela´stica (recuperable) Ψ
e
y otra








La parte ela´stica se identifica con la energ´ıa asociada a distorsiones de la red
cristalina y la parte pla´stica asociada a los movimientos de dislocacio´n.







La componente pla´stica se expresa en funcio´n de un conjunto de variables






3.6.2. Tensor de tensiones y tensor ela´stico tangente
A partir de la parte ela´stica de la densidad de energ´ıa libre (3.58), las

















3.6.3. Potencial pla´stico y criterio de fluencia
Con objeto de satisfacer el principio de equipresencia2 la dependencia
funcional del potencial pla´stico se toma igual a la de la funcio´n de energ´ıa
libre:
G˜ = G˜(C, q) (3.62)
siendo q las variables termodina´micamente conjugadas de ξ, respecto de Ψ
p
.
La funcio´n potencial pla´stico se expresa en te´rminos del tensor S sustituyendo
(3.60) en (3.62):
G = G(S, q) (3.63)
De manera ana´loga se define la funcio´n de fluencia en la configuracio´n inter-
media:
F = F (S, q) (3.64)
En el caso de plasticidad asociativa, las expresiones del potencial pla´stico y
de la funcio´n de fluencia coinciden.
2Una variable independiente presente en una ecuacio´n constitutiva, debe estar presente
en todas las dema´s (Truesdell y Toupin, 1960)
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3.6.4. Ley de endurecimiento
La evolucio´n de las variables internas se expresa en te´rminos del tensor







Lpvq =H(F e, q)L
p
(3.65)
siendo H el tensor de mo´dulos de endurecimiento.
Observacio´n 3.6.1 En el caso en que q es un escalar (por ejemplo, la ten-
sio´n de fluencia), la ecuacio´n (3.65) se expresa:
q˙ =H(F e, q) ·Lp (3.66)
















. En metales policristalinos, para estados de deformacio´n
en los que no se han desarrollado texturas que hacen perder la isotrop´ıa, es




Esta hipo´tesis presenta el inconveniente de dejar indefinida a falta de una
rotacio´n la configuracio´n intermedia. Sin embargo en modelos iso´tropos, que
son independientes de las rotaciones, dicha hipo´tesis no presenta problemas.
La ley de endurecimiento (3.65) se puede expresar entonces:
Lpvq =H(F e, q)D
p
(3.69)
3.6.5. Regla de flujo
A partir del potencial pla´stico (3.63), la direccio´n del flujo viene dada por
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3.6.6. Condiciones de carga y descarga. Condicio´n de
consistencia
Dado un estado tensional y unas variables internas asociadas al endureci-
miento, de acuerdo con los valores que tome la funcio´n F definida en (3.64),
se pueden presentar dos situaciones:
1. F (S, q) < 0, con lo que S esta´ dentro del dominio ela´stico y el material
se comporta ela´sticamente.
2. F (S, q) = 0, y S esta´ sobre la superficie de fluencia, pudiendo va-
riar las deformaciones pla´sticas y las variables de endurecimiento. Este
hecho se puede interpretar como una modificacio´n de la configuracio´n
intermedia.
Por definicio´n, la situacio´n F (S, q) > 0 no es posible.
Considerando estas dos situaciones y de acuerdo con (3.71), se pueden
establecer de forma general los siguientes estados de carga:
F (S, q) < 0⇒ γ˙ = 0 (3.72)
F (S, q) = 0⇒ γ˙ ≥ 0 (3.73)
El problema que se plantea es determinar en que situaciones de (3.73) se
tiene γ˙ > 0 (carga pla´stica) o γ˙ = 0 (descarga ela´stica). Esta cuestio´n queda
expresada de forma compacta con las condiciones de Kuhn-Tucker, que se
expresan:
γ˙ ≥ 0; F (S, q) ≤ 0; y γ˙F (S, q) = 0 (3.74)
junto con la condicio´n de consistencia pla´stica:
F (S,Q) = 0 ⇒ γ˙F˙ (S,Q) = 0 (3.75)
Las condiciones de Kuhn-Tucker y la condicio´n de consistencia pla´stica, que
en su conjunto se denominan condiciones de carga-descarga, se pueden resu-
mir de la siguiente manera:
F < 0⇔ γ˙ = 0 carga ela´stica
F = 0

F˙ < 0⇔ γ˙ = 0 descarga ela´stica
F˙ = 0 y γ˙ = 0 carga neutra
F˙ = 0 y γ˙ > 0 carga pla´stica
(3.76)
Observacio´n 3.6.2 Se excluye la posibilidad F = 0 y F˙ > 0, porque no
tiene sentido. Desde un punto de vista intuitivo es fa´cil de justificar. Si en
un determinado instante t se verifica F˙ > 0, en t+ dt se puede presentar la
situacio´n F > 0, que por definicio´n no es posible. Una justificacio´n rigurosa
puede encontrarse en (Simo´, 1994).
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3.6.7. Tensor tangente elastopla´stico































El multiplicador pla´stico γ˙ se obtiene mediante la condicio´n de consistencia
pla´stica:
F˙ = 0 (3.82)
estando definida F en (3.64). Operando:
∂F
∂S
· Lpv S +
∂F
∂q
· Lpvq = 0 (3.83)
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3.6.8. Expresio´n del modelo en la configuracio´n defor-
mada
La ecuaciones constitutivas definidas anteriormente en la configuracio´n
intermedia se expresan en la configuracio´n deformada, ya que posteriormente
el esquema de integracio´n nume´rica se planteara´ en esta configuracio´n.










se expresa en la configuracio´n deformada mediante el push-forward
ela´stico de sus argumentos, resultando:
Ψe = Ψe(F e
T
eeF e) = Ψe(ee,F e) (3.89)
Ψp = Ψp(ξ) (3.90)
2. El tensor de tensiones de Kirchhoff se obtiene a partir del push-forward
ela´stico de (3.60):









4. Potencial pla´stico y funcio´n de fluencia
Como se ha comentado anteriormente, es necesario incluir F e en los
argumentos del potencial pla´stico y de la funcio´n de fluencia para sa-
tisfacer el principio de equipresencia:
g = g(τ , q,F e) (3.93)
f = f(τ , q,F e) (3.94)
Por otra parte se demuestra (Garino, 1993) que al imponer que γ˙ sea
igual en las configuraciones intermedia y deformada, si se verifica:








Los mismos argumentos aplican a la funcio´n de fluencia f .
5. En la configuracio´n deformada, el tensor tangente elastopla´stico se ob-
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3.7. Integracio´n de las ecuaciones de la plas-
ticidad
Este apartado se dedica a los aspectos relevantes de la metodolog´ıa de
integracio´n nume´rica del modelo constitutivo y su implementacio´n compu-
tacional. En e´l se describe el me´todo predictor-corrector en problemas de
plasticidad con grandes deformaciones y los algoritmos empleados en este
trabajo para el predictor ela´stico y el corrector pla´stico. A continuacio´n se
describe el algoritmo de retorno radial, y finalmente la formulacio´n de la
matriz elastopla´stica tangente algor´ıtmicamente consistente.
3.7.1. Introduccio´n
Para integrar las ecuaciones de la plasticidad del modelo constitutivo des-
crito en el apartado anterior, el problema se discretiza mediante un para´me-
tro t que tiene significado de pseudo-tiempo. Dado que no se consideran los
efectos dina´micos, la variable t u´nicamente expresa la secuencia que sigue la
historia de carga.
El problema que se plantea es el siguiente: dado un incremento de des-
plazamientos que define la configuracio´n deformada en t+∆t:
u∆t : Ωt → Ωt+∆t (3.98)
y las configuraciones deformada e intermedia en el instante t:
F et , F
p
t , F t (3.99)
encontrar la configuracio´n intermedia en t + ∆t y actualizar las variables
internas. Las ecuaciones del problema elastopla´stico que definen el problema
elastopla´stico a integrar con el algoritmo predictor-corrector son:
1. Descomposicio´n aditiva del tensor velocidad de deformacio´n:
d = de + dp (3.100)





3. Ley de endurecimiento:
Lvq = γ˙H ∂g
∂τ
(3.102)
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3.7.2. Me´todo Predictor-Corrector
Los algoritmos basados en este me´todo integran las ecuaciones en dos
pasos. Antes de describir los detalles de estos dos pasos en el contexto de la
implementacio´n computacional, es conveniente exponer brevemente la meto-
dolog´ıa y resultados obtenidos en cada uno de ellos:
1. Predictor ela´stico: en esta fase se calcula el tensor dt+∆t, a partir de
la configuracio´n intermedia del paso anterior que se denomina confi-
guracio´n intermedia predictora. Como dicha configuracio´n intermedia
permanece fija, en este paso las variables internas no cambian.
2. Corrector pla´stico: la configuracio´n intermedia predictora se actualiza
para obtener la configuracio´n intermedia en t+∆t, manteniendo fija la
configuracio´n deformada. Asimismo se actualizan las variables internas.




Lve = d Lve = d Lve = 0
Lvep = γ˙ ∂g∂τ Lvep = 0 Lvep = γ˙ ∂g∂τ
Lvq = γ˙H ∂g∂τ Lvq = 0 Lvq = γ˙H ∂g∂τ
Cuadro 3.1: Me´todo predictor-corrector en el problema elastopla´stico con
grandes deformaciones
3.7.3. Predictor ela´stico
Este paso se muestra de manera esquema´tica en la parte superior de
la figura 3.3. Se conoce la solucio´n convergida en el instante t, en la que
se satisfacen simulta´neamente las ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones
constitutivas. Los datos de partida son:
1. Configuraciones de referencia Ω0 y deformada Ωt
2. Gradiente de deformaciones F t = F t(u) + F˜ t







Para un incremento de desplazamientos u∆t, que define la configuracio´n




F ePRt+∆t = F t+∆tF
p−1
t (3.103)
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F ePRt+∆t = f∆tF
e
t (3.105)
Observacio´n 3.7.1 Desde el punto de vista de la implementacio´n, emplean-






Sin embargo, con elementos de deformaciones supuestas, la expresio´n del
gradiente incremental ha de contener la parte “mejorada”. La expresio´n ma´s
sencilla es la que se obtiene a partir de F t+∆t y F t aplicando directamente
(3.104)
La configuracio´n intermedia predictora se define de manera alternativa, no















Este paso se muestra de manera esquema´tica en la parte inferior de la
figura 3.3. Se parte de la configuracio´n intermedia obtenida con el predictor
ela´stico y de las variables internas calculadas en t.
Tal como se propone en (Simo´, 1988b), la regla de flujo se integra en
la configuracio´n de referencia para verificar en cada incremento el principio








la velocidad de deformacio´n pla´stica y la componente pla´stica del tensor











siendo G la funcio´n potencial pla´stico en la configuracio´n de referencia. La
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Con el valor de bePR
−1
t+∆t que se obtuvo con el predictor ela´stico, la configuracio´n
intermedia queda determinada mediante be
−1
t+∆t en la expresio´n (3.115), a falta
del valor de ∆γ. Dicho valor se obtiene mediante algu´n algoritmo de retorno
a la superficie de fluencia. Una revisio´n rigurosa de los distintos me´todos de
retorno es la descrita en (Simo´ y Hughes, 1991; Simo´, 1994). En este trabajo
se ha empleado el algoritmo de retorno radial, que sirve para la plasticidad
de Von-Mises y es el ma´s sencillo de los denominados “algoritmos de retorno
mapeado” (Simo´, 1994).
3.7.5. Algoritmo de retorno (Euler impl´ıcito)
Los algoritmos de retorno tiene por objeto devolver a la superficie de
fluencia f = 0 el estado tensional predictor τPRt+∆t calculado mediante (3.91),
cuando ft(τ
PR
t+∆t) > 0. Al mismo tiempo se obtiene la nueva superficie de
fluencia ft+∆t mediante el multiplicador pla´stico ∆γ. En este trabajo la plas-
ticidad con grandes deformaciones se restringe al modelo de Von-Mises. Dado
que la superficie de fluencia tiene simetr´ıa de revolucio´n, dentro de la “fami-
lia de algoritmos de retorno” es aplicable el algoritmo de retorno radial. Se







Como el modelo de Von Mises es asociativo, la superficie de fluencia y el
potencial pla´stico coinciden (f = g), con lo que la normal a la superficie de





























Figura 3.3: Algoritmo predictor-corrector aplicado al problema elastopla´stico
con grandes deformaciones
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donde s es la parte desviadora del tensor de tensiones de Kirchhoff τ . Una vez
calculado el tensor de tensiones predictor, suponiendo el material en re´gimen
ela´stico, las tensiones desviadoras “retornadas” se expresan en te´rminos de
las tensiones desviadoras mediante el multiplicador pla´stico ∆γ:
st+∆t = s
PR
t+∆t − 2µ∆γnt+∆t (3.119)
Sustituyendo (3.118) en (3.119), se obtiene la ecuacio´n escalar:
‖st+∆t‖ = ‖sPRt+∆t‖ − 2µ∆γ (3.120)






para obtener el multiplicador pla´stico. En la figura 3.4 se muestra esquema´ti-
camente el proceso de retorno radial.
Observacio´n 3.7.2 El modelo de plasticidad de Von Mises depende de una
sola variable interna pla´stica ξ. Entre esta variable interna y el multiplicador






y de esta forma ξ coincide con la denominada deformacio´n pla´stica efectiva
(Hill, 1950).
Observacio´n 3.7.3 La ecuacio´n (3.120), si el mo´dulo de endurecimiento es
constante, tiene solucio´n cerrada. En el caso general resulta una ecuacio´n
no lineal que hay que resolver iterativamente. Estos dos casos se detallan a
continuacio´n en sendos ejemplos.
Ejemplo 3.2 (Endurecimiento constante) Si el mo´dulo de endurecimien-
















Figura 3.4: Algoritmo de retorno radial
Sustituyendo en esta ecuacio´n, la expresio´n incremental de (3.122):
















En este resultado se puede observar que el numerador es precisamente el valor
predictor de la superficie de fluencia.
Ejemplo 3.3 (Endurecimiento no lineal) En el caso ma´s general, si la
ley de endurecimiento es de tipo no lineal:
Y = Y (ξ) (3.126)
se debe resolver la ecuacio´n no lineal:




Yt+∆t(∆γ) = 0 (3.127)
en la que se ha expresado la deformacio´n pla´stica efectiva ξ en funcio´n de ∆γ
a trave´s de (3.124). Esta ecuacio´n se puede resolver mediante un algoritmo
de Newton-Raphson definiendo el residuo:





3.24 Elastoplasticidad con grandes deformaciones
y el esquema iterativo:
∆γk+1 = ∆γk − r(∆γk)
r′(∆γk)
(3.129)
3.7.6. Tensor tangente elastopla´stico consistente
Aunque puede parecer razonable emplear en la integracio´n nume´rica del
modelo el tensor tangente elastopla´stico definido en la expresio´n (3.97), no
lo es porque con e´l se pierde la tasa de convergencia cuadra´tica del me´todo
de Newton-Raphson. Por esta razo´n, se propone (Simo´ y Taylor, 1985) el
uso de un tensor elastopla´stico tangente que es algor´ıtmicamente consistente
con el algoritmo de integracio´n discreto de las ecuaciones constitutivas. La
idea clave para obtener el tensor algor´ıtmicamente consistente es imponer la
condicio´n de consistencia pla´stica en la formulacio´n del algoritmo nume´rico en
lugar de hacerlo en la formulacio´n para el tiempo continuo. En este apartado
se deduce, a partir de los desarrollos de la referencia anteriormente citada, la
expresio´n del tensor tangente consistente para el modelo constitutivo descrito
en este cap´ıtulo.
Sea ce el tensor tangente de mo´dulos ela´sticos, en t + ∆t, referido a la
configuracio´n deformada. De acuerdo con el algoritmo de retorno descrito
en el apartado 3.7.5, la expresio´n de las tensiones de Kirchhoff en t +∆t es
(Garino, 1993):

































Haciendo el pull-back pla´stico de los argumentos de la funcio´n de fluencia F
definida en (3.64), se obtiene la expresio´n de la funcio´n de fluencia F en la
configuracio´n material. Si se sustituye la ley de de endurecimiento isotro´pico
Y = Y (ξ), en la condicio´n de consistencia algor´ıtmica F˙t+∆t = 0, resulta:
∂Ft+∆t
∂S
· S˙t+∆t −Ht+∆t∆γ˙ = 0 (3.134)
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El operador entre los pare´ntesis exteriores define el denominado tensor tan-






Haciendo el push-forward de Ĉ
ep
se obtiene el tensor elastopla´stico consistente
en la configuracio´n deformada:
























La expresio´n que relaciona de forma tangente las tensiones y deformaciones
es:
Lv(τ t+∆t) = ĉepdt+∆t (3.142)
Observacio´n 3.7.4 Si se desprecia la variacio´n de la funcio´n de fluencia f
con el tensor me´trico g, como se ha hecho en este trabajo, la expresio´n que
resulta es ide´ntica a la que se obtiene en el caso de pequen˜as deformaciones.
El te´rmino asociado a la variacio´n de f con g da lugar a que el tensor pierda
la simetr´ıa incluso en modelos asociativos (Garino, 1993).
Observacio´n 3.7.5 Empleando la matriz consistente, el tensor ela´stico ce∗
se ve afectado por el flujo pla´stico (ecuacio´n (3.141))
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3.8. Aspectos computacionales
En este apartado se describe el esquema de implementacio´n computa-
cional del modelo constitutivo descrito, en el contexto de los elementos con
deformaciones supuestas formulados en el cap´ıtulo 2.
Se supone conocida la solucio´n convergida en el paso t y el campo de
desplazamientos en el paso actual ut+∆t. Asimismo se conocen los siguientes
valores:
Base de datos
Esta´n almacenadas las siguientes variables correspondientes al paso t:
1. Inverso del Tensor Ela´stico de Finger be
−1
t
2. Gradiente de deformaciones F t
3. Amplitudes de los modos mejorados Γt
4. Deformacio´n pla´stica efectiva ξt
Ca´lculos efectuados en la rutina del elemento (ver apartado 2.4.7) en
t+∆t antes de llamar al modelo constitutivo:
1. Gradiente de deformaciones F t+∆t = 1+∇Xϕt+∆t + F˜ t+∆t
2. Gradiente incremental de deformaciones f∆t = F t+∆tF
−1
t
A partir de estos datos, en la rutina del modelo constitutivo se efectu´an
los ca´lculos que se describen en el cuadro 3.2
Observacio´n 3.8.1 Desde el punto de vista computacional un atractivo im-
portante del modelo constitutivo, solucionado con elementos mixtos, es la
sencillez de su implementacio´n (Garino, 1993). Es importante destacar, que
este atractivo se mantiene en el contexto de los elementos con deformaciones
supuestas.
Observacio´n 3.8.2 Otros autores (Roehl y Ramm, 1996) han implementado
un modelo similar a este. No obstante, se pueden matizar ciertas diferencias:
1. El modelo de (Roehl y Ramm, 1996) se formula expl´ıcitamente con el
tensor modificado de Finger, obtenido con la parte desviadora del gra-
diente de deformaciones. En consecuencia, para flujo pla´stico incom-
presible, los resultados obtenidos con ambos modelos son pra´cticamente
los mismos.
2. El predictor del tensor ela´stico de Finger se obtiene a partir de la com-
ponente pla´stica del tensor derecho de Cauchy-Green Cpt . Esta formu-
lacio´n es totalmente equivalente desde el punto de vista nume´rico a la
que aqu´ı se propone. No obstante, al no emplear el gradiente incre-
mental f∆t se pierde el atractivo de la interpretacio´n intuitiva en que
la configuracio´n intermedia predictora Ω
PR
t+∆t se obtiene a partir de la
configuracio´n deformada Ωt+∆t mediante f∆tF
e
t (ver figura 3.3).


















2. Criterio de fluencia
Si f(τ ePRt+∆t, Yt) ≤ 0 → ESTADO ELA´STICO
a) IR a 3 (los resultados del predictor ela´stico son correctos)
Si f(τ ePRt+∆t, Yt) > 0 → CORRECTOR PLA´STICO
a) Ca´lculo del multiplicador pla´stico ∆γ mediante el algoritmo de
RETORNO RADIAL (Ver apartado 3.7)











τ t+∆t = τPRt+∆t − 2µ∆γnt+∆t
c) IR a 3
3. Actualizacio´n de la base de datos: be
−1
t+∆t, ξt+∆t
4. Ca´lculo del tensor constitutivo consistente (Ver apartado 3.7)
Cuadro 3.2: Implementacio´n computacional del modelo constitutivo
3.9. Ejemplos de validacio´n
3.9.1. Probeta con doble entalla
Este ejemplo ha sido analizado en (Nagtegaal et al., 1974) para pequen˜as
deformaciones y posteriormente en (Simo´ y Armero, 1993) empleando ele-
mentos formulados para grandes deformaciones. Se trata de una probeta de
anchoW = 10 y longitud L = 30 con dos entallas de longitud b = 4 cada una,
dispuestas como se indica en la figura 3.5. Por las condiciones de simetr´ıa
existentes se modeliza la cuarta parte de la probeta, empleando 15 × 5 ele-
mentos. Las constantes ela´sticas son E = 206,9 y ν = 0,29. Se considera
plasticidad perfecta con una tensio´n de fluencia Y = 0,45.
El ana´lisis se lleva a cabo con desplazamientos impuestos en los bor-
des paralelos a las entallas, hasta alcanzar un valor u = 0,25. En la figu-
ra 3.5 se muestra la deformada de la probeta completa. Las curvas fuerza-
desplazamiento se muestran en la figura 3.6 para los elementos Q4, Q1/P0,
Q1/E4, Q1/ES4 y Q1/ET4 desarrollados en este trabajo, y los obtenidos
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en (Simo´ y Armero, 1993) para el elemento mejorado con la formulacio´n ori-
ginal. En esta curva se puede comprobar que con los elementos mejorados la
carga alcanza un valor l´ımite muy similar a la obtenida con el elemento de
presio´n constante. Debido a los efectos geome´tricamente no lineales, salvo en
el elemento con formulacio´n en desplazamientos Q4, en todos los elementos
la carga es decreciente a partir de un cierto valor.
Ejemplos de validacio´n 3.29
Time = 1.00E+00
 ** Double notched specimen. Deformed mesh (u=0.25)         
Figura 3.5: Probeta con doble entalla. Deformada



















Figura 3.6: Probeta con doble entalla. Curva Fuerza-Desplazamiento
3.9.2. Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana
Este es un ejemplo de tipo acade´mico, propuesto en el marco del proyecto
GRECO, que ha sido resuelto por diversos centros de investigacio´n, y que se
ha empleado como ejemplo de validacio´n en diversas tesis doctorales (Garino,
1993; Ponthot, 1994). En e´l se analiza el comportamiento de una me´nsula de
espesor no despreciable, bajo el desplazamiento impuesto de un nodo del
extremo libre, hasta alcanzar un descenso igual al canto de la viga. En la
figura 3.7 se muestra la definicio´n del problema y la discretizacio´n empleada.
L = 3





Figura 3.7: Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana. Definicio´n del pro-
blema
Se considera un material elastopla´stico con tensio´n de fluencia Y = 40 y
mo´dulo de endurecimiento constante H = 100. Las constantes ela´sticas son
E = 20000 y ν = 0,3.
Ejemplos de validacio´n 3.31
El problema se ha resuelto con cuatro puntos de integracio´n empleando
el modelo constitutivo descrito en este cap´ıtulo con los elementos Q1/E4,
Q1/ES4, Q1/ET4 y el elemento mixto de presio´n constante Q1/P0 formu-
lado en (Garino, 1993). Asimismo se recogen los resultados obtenidos con los
elementos mejorados de un programa comercial (ABAQUS, 1994), que em-
plea una formulacio´n hipoela´stica basada en la tasa de Jaumann. Tambie´n
se muestran los resultados de NIKE2D (Engelman y Hallquist, 1991) con
elementos B y formulacio´n hipoela´stica basada en la tasa de Green-Naghdi.
Las deformadas obtenidas son muy similares en todos los casos, y en la
figura 3.8 se muestra la obtenida con el elemento Q1/E4, as´ı como los con-
tornos de deformacio´n pla´stica efectiva. Tambie´n es muy similar en todos los
elementos la curva fuerza-desplazamiento que puede observarse en la figura
3.9. Por otra parte, esta curva es pra´cticamente ide´ntica a la obtenida en
(Ponthot, 1994).
No obstante, en los resultados correspondientes a las tensiones y a la
deformacio´n pla´stica efectiva en los cinco puntos de Gauss de la figura 3.7,
aparecen algunas diferencias importantes. El intere´s de estos puntos es que
recogen distintas situaciones de deformacio´n y rotacio´n: el punto 1 tiene
grandes deformaciones y pequen˜as rotaciones, los puntos 2 y 3 grandes defor-
maciones y rotaciones moderadas, el punto 4 pequen˜as deformaciones (debe
permanecer en estado ela´stico) y grandes rotaciones, y el punto 5 grandes
deformaciones y rotaciones. Los valores obtenidos se muestran en los cuadros
3.3 y 3.4. Del cuadro 3.3 se concluye que, aunque los valores de la deforma-
cio´n pla´stica efectiva son muy parecidos, las diferencias en tensiones son muy
significativas en los puntos 2 y 3. La diferencia en estos resultados se debe
al valor de la presio´n, que en el modelo constitutivo no juega ningu´n papel
para los estados de carga pla´stica. Asimismo, es necesario tener en cuenta
que en los elementos de NIKE2D y en Q1/P0, la presio´n es una variable que
se suaviza promedia´ndola en el centroide del elemento. En el cuadro 3.4 se
comparan las tensiones desviadoras y la presio´n, confirma´ndose que aquellas
resultan similares para todos los elementos.
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Figura 3.8: Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana. Deformada y con-
tornos de deformacio´n pla´stica efectiva al final del proceso de carga
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PUNTO Elemento σxx σyy σzz σxy ξ
1 Q1/E4 69,31 −4,20 32,51 −7,44 0,250
Q1/ES4 64,16 −9,79 27,17 −6,94 0,252
Q1/ET4 62,68 −10,96 25,87 −7,50 0,251
ABAQUS 58,71 −2,59 28,04 −6,57 0,286
Q1/P0 66,99 −3,00 31,50 −10,03 0,231
NIKE-2D 67,30 −3,02 31,60 −10,10 0,232
2 Q1/E4 48,64 2,73 25,66 −15,99 0,085
Q1/ES4 37,09 −9,21 13,99 −15,71 0,085
Q1/ET4 33,84 −13,23 10,37 −15,08 0,084
ABAQUS 49,11 4,13 26,59 −13,46 0,108
Q1/P0 54,06 4,22 28,40 −14,81 0,102
NIKE-2D 54,30 4,27 28,50 −14,90 0,103
3 Q1/E4 −76,12 −13,53 −44,60 9,60 0,167
Q1/ES4 −38,74 25,64 −6,57 7,22 0,171
Q1/ET4 −34,45 30,35 −2,00 6,52 0,172
ABAQUS −46,73 −0,84 −23,58 9,91 0,066
Q1/P0 −57,30 −3,08 −20,82 20,39 0,109
NIKE-2D −57,30 −2,96 −20,70 20,40 0,194
4 Q1/E4 −9,12 −1,38 −3,15 −3,53 0,000
Q1/ES4 −8,64 −1,25 −2,97 −3,32 0,000
Q1/ET4 −8,34 −1,20 −2,86 −3,25 0,000
ABAQUS −8,52 −1,41 −2,98 −3,58 0,000
Q1/P0 −7,58 −0,62 −1,96 −2,92 0,000
NIKE-2D −7,52 −1,21 −1,39 −1,37 0,000
5 Q1/E4 29,38 20,23 18,48 −8,51 0,013
Q1/ES4 31,66 25,32 21,43 −7,58 0,015
Q1/ET4 33,81 29,95 24,13 −6,79 0,016
ABAQUS 24,54 15,26 15,16 −8,23 0,012
Q1/P0 23,29 35,48 5,20 −9,96 0,017
NIKE-2D 26,40 27,60 10,10 2,22 0,020
Cuadro 3.3: Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana. Tensiones y de-
formacio´n pla´stica efectiva en los puntos de Gauss seleccionados
Ejemplos de validacio´n 3.33
PUNTO Elemento sxx syy szz p
1 Q1/E4 36,77 −36,74 −0,03 32,54
Q1/ES4 36,98 −36,97 −0,01 27,18
Q1/ET4 36,82 −36,82 −0,01 25,86
ABAQUS 30,66 −30,64 −0,02 28,05
Q1/P0 35,16 −34,83 −0,33 31,83
NIKE-2D 35,34 −34,99 −0,37 31,96
2 Q1/E4 22,96 −22,94 −0,03 25,68
Q1/ES4 23,14 −23,17 −0,01 13,96
Q1/ET4 23,51 −23,55 −0,01 10,32
ABAQUS 22,50 −22,48 −0,02 26,61
Q1/P0 25,17 −24,67 −0,33 25,89
NIKE-2D 25,28 −24,75 −0,52 29,02
3 Q1/E4 −31,37 31,22 0,15 −44,75
Q1/ES4 −32,18 32,19 −0,01 −6,56
Q1/ET4 −32,42 32,38 0,03 −2,03
ABAQUS −23,26 22,62 −0,11 −23,46
Q1/P0 −30,23 23,98 6,25 −27,07
NIKE-2D −30,31 24,03 6,29 −26,99
4 Q1/E4 −4,57 3,17 1,40 −4,55
Q1/ES4 −4,35 3,03 1,32 −4,28
Q1/ET4 −4,21 2,94 1,27 −4,14
ABAQUS −4,22 2,89 1,32 −4,30
Q1/P0 −4,19 2,77 1,43 −3,39
NIKE-2D −4,15 2,16 1,98 −3,37
5 Q1/E4 6,68 −2,47 −4,22 22,70
Q1/ES4 5,52 −0,82 −4,71 26,14
Q1/ET4 4,51 0,65 −5,17 29,30
ABAQUS 6,22 −3,06 −3,16 18,32
Q1/P0 1,97 14,16 −11,27 21,32
NIKE-2D 5,03 6,23 1,98 21,37
Cuadro 3.4:Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana. Tensiones efectivas
y presio´n en los puntos de Gauss seleccionados





















Figura 3.9: Me´nsula elastopla´stica en deformacio´n plana. Curva Fuerza-
Desplazamiento
3.9.3. Viga biempotrada con grandes deformaciones
En este ejemplo se analiza una viga biempotrada, con un desplazamiento
impuesto en su seccio´n central de valor el doble del canto. Este ejemplo ha
sido analizado en (Jetteur y Cescotto, 1991; Ponthot, 1994). Las dimensio-
nes de la viga son 6× 1 modeliza´ndose la mitad por razones de simetr´ıa. Las
propiedades constitutivas son ide´nticas a las del ejemplo anterior y la malla
se discretiza con 24 × 8 elementos. Los elementos utilizados son los Q1/P0
y Q1/E4, implementados por el autor en FEAP. En la figura 3.10 se mues-
tra la deformada y los contornos de deformacio´n pla´stica efectiva obtenidos,
que alcanzan un valor del 73,4%. Puede observarse como dichos contornos
respetan la simetr´ıa central que tiene el problema.
En la figura 3.11 se muestran las curvas fuerza - desplazamiento que se
han obtenido en este trabajo, con los dos tipos de elementos empleados, y
las obtenidas en los dos trabajos anteriormente referenciados. Como puede
observarse, la comparacio´n de resultados entre unos y otros trabajos son
excelentes.
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Figura 3.10: Viga biempotrada. Deformada y contornos de deformacio´n



















Figura 3.11: Viga biempotrada. Curva Fuerza-Desplazamiento
3.9.4. Cilindro de pared gruesa con presio´n interna
En este ejemplo y en el siguiente se emplean los elementos mejorados con
la formulacio´n axilsime´trica descrita en el apartado 2.4.6.
Sea un cilindro de radio interno a y radio externo b, y de longitud indefini-
da, sometido a presio´n interna p. Se considera un material de Von-Mises con
plasticidad perfecta. Sea c (a ≤ c ≤ b) el radio que separa la zona pla´stica
de la zona ela´stica, G el mo´dulo de corte e Y la tensio´n de fluencia uniaxial.
En el caso incompresible, este problema tiene la solucio´n anal´ıtica (Lubliner,
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Distribucio´n de tensiones
• Zona pla´stica (r ≤ c)



































• Zona ela´stica (r ≥ c)


































La solucio´n de elementos finitos se obtiene tomando las dimensiones a =
40 y b = 80, para una rebanada de altura h = 2. Las propiedades ela´sticas son
E = 3,0, ν = 0,4999. El material se considera perfectamente elastopla´stico
con tensio´n de fluencia Y/
√
3G = 0,003. El ana´lisis se efectu´a con control de
cargas con una presio´n calculada tomando c = 60 en (3.143). De esta manera,
la separacio´n entre la zona ela´stica y la zona pla´stica esta´ exactamente en
la mitad de la pared cil´ındrica. Se han considerado tres mallas uniformes de
5 × 1, 10 × 2 y 20 × 4 elementos Q1/P0, Q1/E5, Q1/ES5 y Q1/ET5. En
las figuras 3.12 se muestran las distribuciones, en el espesor, de las tensiones
radiales, circunferenciales y axiales, respectivamente. La figura 3.13 recoge la
distribucio´n de desplazamientos radiales. Los resultados obtenidos con todos
los elementos se ajustan adecuadamente a la solucio´n anal´ıtica. Asimismo,
los resultados de las tres familias de elementos mejorados son ide´nticos.
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Figura 3.12: Cilindro con presio´n interna. Tensiones para distintas mallas
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×
Figura 3.13: Cilindro con presio´n interna. Desplazamientos radiales para dis-
tintas mallas
Ejemplos de validacio´n 3.39
3.9.5. Aplastamiento de un disco cil´ındrico
En este ejemplo se modeliza el aplastamiento de un disco cil´ındrico (“up-
setting”). Propuesto en (Nagtegaal y de Jong, 1981), ha sido utilizado como
ejemplo de validacio´n en diversos trabajos (Simo´, 1988b; Garino, 1993; Simo´,
1988b). Las propiedades ela´sticas son E = 1000 y ν = 0,3. Se considera plas-
ticidad de Von Mises con tensio´n de fluencia uniaxial Y = 1 y endurecimiento
constante H = 3. El disco tiene radio R = 6 y altura h = 1,5.
El disco se aplasta suponiendo rozamiento infinito, para lo cual se impo-
nen desplazamientos axiales impidiendo el desplazamiento radial. La malla
tiene 20 × 5 elementos, emplea´ndose elementos Q1/P0, Q1/E5, Q1/ES5 y
Q1/ET5. Los elementos mejorados se integran con 5 puntos de Gauss. En
la figura 3.14 se muestran las deformadas obtenidas con cada elemento y en
3.15 los contornos de deformacio´n pla´stica efectiva.
Time = 1.01E+00                Time = 1.00E+00
Q1/P0 Q1/E5
Time = 1.00E+00                Time = 1.00E+00
Q1/ES5 Q1/ET5
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Figura 3.15: Aplastamiento de un disco. Deformacio´n pla´stica efectiva
3.40 Elastoplasticidad con grandes deformaciones
La curva Fuerza-Desplazamiento se recoge en la figura 3.16. En esta cur-
va cabe destacar el comportamiento similar de los elementos Q1/ES5 y
Q1/ET5, que es ma´s r´ıgido que el de Q1/P0 y Q1/E5. Por otra parte,
estos dos u´ltimos presentan una respuesta muy parecida a la reportada por



























Figura 3.16: Aplastamiento de un disco. Curva Fuerza-Desplazamiento
3.10. Aplicacio´n: El ensayo de traccio´n sim-
ple con estriccio´n
Se presenta a continuacio´n, de forma ma´s detallada que en los ejem-
plos anteriores, la aplicacio´n de los elementos mejorados (cap´ıtulo 2) y el
modelo constitutivo anteriormente descrito al ensayo de traccio´n simple de
metales du´ctiles, con la formacio´n y desarrollo de una estriccio´n o cuello.
Anteriormente este problema se ha analizado de manera exhaustiva en (Goi-
colea, 1985), obteniendo all´ı resultados experimentales que posteriormente
se contrastaron con los resultados nume´ricos de un co´digo expl´ıcito (Goi-
colea, 1990) tambie´n desarrollado en dicho trabajo. Los resultados que se
reproducen aqu´ı se han obtenido implementando los elementos y el modelo
constitutivo en el programa de elementos finitos FEAP (Taylor, 1999).
Se comienza estudiando la interpretacio´n anal´ıtica del ensayo, para obte-
ner las leyes de distribucio´n de deformaciones y tensiones en el cuello de la
probeta. A continuacio´n se define el modelo nume´rico con el cual se simula
el ensayo. Los resultados obtenidos se comparan con los resultados experi-
mentales disponibles en cuanto a las curvas fuerza-deformacio´n logar´ıtmica
y tensio´n axial-deformacio´n logar´ıtmica. Finalmente se analiza la evolucio´n
de la estriccio´n y de la tensio´n axial media.
Aplicacio´n: El ensayo de traccio´n simple con estriccio´n 3.41
3.10.1. Introduccio´n
El ana´lisis nume´rico de so´lidos no lineales sometidos a grandes deformacio-
nes, requiere para su validez que el modelo constitutivo tensio´n-deformacio´n
sea fiable. Un procedimiento relativamente sencillo y econo´mico para carac-
terizar estas leyes en metales du´ctiles es el ensayo de traccio´n simple. Para
caracterizar el comportamiento ela´stico del material, los procedimientos de
ensayo esta´n normalizados: ASTM E8-82 (Methods of tension testing of meta-
llic materials), UNE 7474-1 (Materiales Meta´licos. Ensayo de Traccio´n. Parte
1: Me´todo de Ensayo), etc. No obstante, estos ensayos no proporcionan infor-
macio´n sobre la ley constitutiva para grandes deformaciones elastopla´sticas.
Para tener informacio´n del comportamiento del material ma´s alla´ del re´gimen
lineal, es necesario realizar el ensayo de manera que se llegue a la formacio´n
de un cuello o estriccio´n en la zona central de la probeta (Goicolea, 1985).
La distribucio´n de tensiones fue estudiada experimentalmente hace ya
tiempo (Bridgman, 1944; Davidenkov y Spiridonova, 1946). Aunque estos
resultados experimentales ya fueron reproducidos nume´ricamente cuando el
ca´lculo de diferencias/elementos finitos no lineales estaba en sus inicios (Wil-
kins, 1968; Needleman, 1972; Norris et al., 1978), en la actualidad ha re-
cibido la atencio´n de numerosos autores (Garino, 1993; Glaser y Armero,
1995; Simo´ y Armero, 1993; Ponthot, 1994), situa´ndolo en el contexto de
formulaciones modernas de la plasticidad basadas en la descomposicio´n mul-
tiplicativa del gradiente de deformaciones. Con este ejemplo de aplicacio´n
se pretende verificar si los resultados obtenidos con los elementos con for-
mulacio´n EAS son acordes con los resultados experimentales, y las ventajas
que puede ofrecer su uso frente a otros tipos de elementos (B, elementos de
presio´n constante, etc.)
3.10.2. Modelo constitutivo
En el ensayo de traccio´n simple, cuando se ha desarrollado la estriccio´n,
se alcanzan grandes deformaciones y grandes rotaciones. Por esta razo´n, para
obtener resultados realistas es necesario emplear elementos con una descrip-
cio´n de la cinema´tica no lineal, y modelos constitutivos de plasticidad con
grandes deformaciones.
En este trabajo se emplea un modelo elastopla´stico de Von Mises, con en-
durecimiento isotro´pico definido por una ley de tipo potencial. Este modelo
es habitualmente empleado para representar el comportamiento de metales
como el aluminio. Otros autores (Simo´ y Armero, 1993; Ponthot, 1994) han
empleando leyes de endurecimiento con saturacio´n para modelizar el compor-
tamiento del acero. En este trabajo se ha optado por modelizar el aluminio
puesto que se dispone de los resultados experimentales obtenidos en (Goi-
colea, 1985). Otros modelos ma´s complejos para plasticidad de metales son
aquellos en los que el endurecimiento depende del camino de carga (Ortiz
y Popov, 1983). La caracterizacio´n de las propiedades meca´nicas para estos
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modelos requiere de ensayos experimentales muy complejos, razo´n por la que
han sido poco utilizados.
Dado que el aluminio es un metal du´ctil y el proceso de carga es suficien-
temente lento, para los ca´lculos no intervienen los feno´menos relacionados
con la meca´nica de la fractura y los efectos dina´micos.
3.10.3. Interpretacio´n anal´ıtica
El ensayo de traccio´n en metales du´ctiles pasa por dos etapas desde el
punto de vista del estado tensional de la probeta. En la primera, las deforma-
ciones son pequen˜as sin que exista una disminucio´n apreciable de la seccio´n
transversal, y el estado tensional en la seccio´n central es uniaxial con distri-
bucio´n homoge´nea de las tensiones. La segunda fase se presenta cuando la
tasa de aumento de la tensio´n debido al endurecimiento del material es menor
que la tasa con que disminuye la seccio´n transversal. Entonces se presenta
un feno´meno de inestabilidad de tipo geome´trico, en el que las deformaciones
se concentran en la seccio´n central de la probeta, forma´ndose un cuello o
estriccio´n. El flujo pla´stico queda confinado en esta zona, permaneciendo en
estado de carga pla´stica, y el resto de la probeta queda en descarga ela´stica.
Esta segunda fase se caracteriza porque aparecen tensiones radiales y circun-
ferenciales que dan lugar a un estado tensional triaxial no homoge´neo en la
zona del cuello.
Para interpretar anal´ıticamente el ensayo de traccio´n consideraremos una
probeta de longitud inicial l0 y dia´metro inicial D0. En un instante gene´rico
denominaremos l y D a la longitud y dia´metro de dicha probeta, y P a la
fuerza aplicada en direccio´n axial. En lo sucesivo se considera un sistema de
coordenadas cil´ındricas denotando por ur y uz los desplazamientos segu´n el
radio y el eje de la probeta, respectivamente.
En la primera fase el estado de tensiones es uniaxial y homoge´neo, y la









Distribucio´n de deformaciones en el cuello
En la segunda fase, en la zona del cuello aparecen tensiones σr y σθ que
dan lugar a un estado triaxial de tensiones, no homoge´neo, en el que las
ecuaciones (3.152,3.153) no son va´lidas. En la hipo´tesis en que las deforma-
ciones radiales son uniformes y existe simetr´ıa axial (Bridgman, 1944), los
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De estas dos ecuaciones, se concluye que en el cuello las deformaciones ra-
diales coinciden con las circunferenciales. Este resultado se ha validado ex-
perimentalmente (Davidenkov y Spiridonova, 1946) a partir de medidas mi-
crosco´picas de los granos en la zona de estriccio´n, empleando probetas de
aleacio´n de hierro.
Integrando la ecuacio´n (3.154) con la condicio´n de que la deformacio´n





Para obtener la distribucio´n de deformaciones axiales se desprecian las




0 ⇒ (l0 + uz)D2 = l0D20 ⇒ u˙z = −2l
D˙
D
Sustituyendo este resultado en la expresio´n de la componente axial del gra-













= −2ε˙r ⇒ εz = −2 log D
D0
(3.157)
Por u´ltimo, la distribucio´n de deformaciones pla´sticas efectivas en el cuello se
obtiene despreciando otra vez las deformaciones ela´sticas frente a las pla´sticas














dt = −2 log D
D0
(3.158)
De esta ecuacio´n y de (3.157) se deduce que el valor de la deformacio´n pla´stica
efectiva coincide con el de la deformacio´n logar´ıtmica axial.
Distribucio´n de tensiones en el cuello
Para obtener la distribucio´n de tensiones en el cuello, se plantea la ecua-
cio´n de la superficie de fluencia de Von Mises para el estado de tensiones
axilsime´trico:
σ =
 σr 0 00 σr 0
0 0 σz
 (3.159)
3.44 Elastoplasticidad con grandes deformaciones
Llamando Y a la tensio´n de fluencia uniaxial, resulta:
σz − σr = Y (3.160)
De acuerdo con (Davidenkov y Spiridonova, 1946), la tensio´n radial siempre
es positiva con lo cual se deduce:
σz > Y (3.161)








La distribucio´n de tensiones en el cuello se obtiene a partir de los resultados
experimentales de Bridgman, que relacionan las tensiones a una distancia
r del eje de revolucio´n con el radio de curvatura en el cuello de la seccio´n





La distribucio´n de tensiones verticales se obtiene sustituyendo (3.163) en
(3.160):




El inconveniente de las expresiones (3.163) y (3.164) es la dificultad para
medir el radio de curvatura R a lo largo del experimento. Sin embargo, asu-





εz − 0,1 (εz > 0,1)
y empleando (3.157), las distribuciones de tensiones (3.163,3.164) se pueden
expresar de forma ma´s conveniente en te´rminos de la deformacio´n logar´ıtmica
axial:
σr = Y










Finalmente, integrando en la seccio´n del cuello la ecuacio´n (3.166), se obtiene
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3.10.4. Definicio´n del modelo nume´rico
Para reproducir nume´ricamente el ensayo de traccio´n, se ha escogido una
probeta de aluminio HE30 (BS1474), ide´ntica a la desarrollada y empleada
por (Goicolea, 1985). La probeta tiene una altura de 75 mm. y dia´metro 16,2
mm. En los extremos de la probeta se impone un desplazamiento de 10 mm.
Dada la simetr´ıa existente solo se ha modelizado una cuarta parte. La malla
empleada y las condiciones de contorno se muestran en la figura 3.17. Esta
malla es la utilizada en (Goicolea et al., 1996). El modelo tiene 412 nodos y
360 elementos, resultando un total de 762 grados de libertad.
Para que se desarrolle la estriccio´n se introduce una pequen˜a imperfec-
cio´n geome´trica (tambie´n presente en la probeta real), disminuyendo el radio
en la seccio´n central en un 1,8518% respecto del nominal. La variacio´n del
radio entre la seccio´n central y la seccio´n extrema es lineal. Otros autores
(Needleman, 1972) plantean el inicio de la estriccio´n calculando el modo de
bifurcacio´n mediante un ana´lisis espectral y modificando la matriz de rigidez
cuando se alcanza dicho modo.
Figura 3.17: Malla y condiciones de contorno. Detalle de la zona refinada y
de la transicio´n
La formulacio´n del modelo constitutivo J2 empleado en el ca´lculo se ha
descrito en el cap´ıtulo 3. Las constantes ela´sticas correspondientes al aluminio
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del ensayo son:
E = 67000 GPa
ν = 0,3
La ley de endurecimiento empleada es una ley potencial del tipo:
Y (ε) = A (b+ εp)n (3.168)
Los valores de A y n fueron obtenidos por (Goicolea, 1985) como se resume a
continuacio´n. A partir de las medidas de la tensio´n axial media que propor-
ciona la ma´quina, se obtienen los valores de Y mediante la ecuacio´n (3.167).
Los valores de la deformacio´n pla´stica efectiva εp se obtienen midiendo con
un calibre el dia´metro del cuello de la probeta y sustituyendo en (3.158). Los
puntos (εp, Y ) se llevan a una escala doblemente logar´ıtmica, y mediante un
ca´lculo de regresio´n lineal se obtienen:
A = 181,7 GPa
n = 0,159
El para´metro b se obtiene imponiendo en la ecuacio´n (3.168) que el l´ımite
ela´stico inicial sea Y0 = 50 MPa, resultando:
b = 2,989 10−4
3.10.5. Resultados
En los ca´lculos de elementos finitos, se han empleado el elemento mixto
de presio´n constante (Q1/P0) y los elementos de deformaciones supuestas
Q1/E5, Q1/ES5 y Q1/ET5, integrados con cuadraturas de 5 y 9 puntos de
Gauss.
En primer lugar se comparan los resultados obtenidos en este trabajo,
con los resultados experimentales disponibles.
A continuacio´n se analiza la evolucio´n a lo largo del ensayo de las siguien-
tes variables:
1. Estriccio´n
2. Fuerza axial aplicada
3. Tensio´n axial de Cauchy en el cuello
Estos resultados permiten extraer conclusiones relativas a la influencia de
la cuadratura empleada, y al comportamiento de las distintas familias de
elementos consideradas.
Finalmente se investiga la distribucio´n de las tensiones en la zona de la
estriccio´n, comparando los valores calculados en los puntos de Gauss con las
distribuciones dadas por las expresiones (3.165) y (3.166).
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Comparacio´n con los resultados experimentales
Para caracterizar la ley constitutiva elastopla´stica se llevaron a cabo cin-
co ensayos de traccio´n (Goicolea, 1985) en probetas de aluminio HE30, cuya
composicio´n era: 95.2% Al, 0.1% Cu, 0.4-1% Mg, 0.6-1.3% Si, 0.6% Fe,
0.4-1.0% Mn, 0.1% Zn, 0.5% Cr y 0.2% de otros metales. El aluminio, fa-
bricado mediante extrusio´n y posteriormente recocido 3, fue mecanizado para
obtener las probetas que, despue´s de ensayadas, se muestran en la figura 3.18.
Figura 3.18: Estado de las probe-
tas de aluminio despue´s del ensa-
yo de traccio´n
El ensayo se llevo´ a cabo con desplaza-
mientos impuestos, a una velocidad lo
suficientemente baja (0,5− 1,0 mm/min)
como para considerarlo esta´tico. A lo lar-
go del proceso de estiramiento se toma-
ron medidas del ancho del cuello en la
seccio´n central, para obtener los valores
de la deformacio´n logar´ıtmica mediante
la expresio´n (3.156). Con este valor y los
datos extra´ıdos de la prensa a lo largo del
ensayo, se obtuvieron los puntos de las
curvas “Fuerza-Deformacio´n Logar´ıtmi-
ca (P − εz)” y “Tensio´n vertical media-
Deformacio´n Logar´ıtmica (P/A − εz)”,
que se muestran en las figuras 3.19 y 3.20,
respectivamente. En estas figuras se su-
perponen los puntos que resultaron del
ensayo de las cinco probetas sometidas
al proceso de recocido (que en los t´ıtu-
los se denominan CT1, CT2, CT4, CT5
y CT6), con los obtenidos nume´ricamente
en este trabajo.
En ambas figuras puede observarse que los resultados obtenidos nume´rica-
mente reproducen de manera adecuada los resultados experimentales. Apro-
ximadamente a partir de εz ≈ 0,2 el efecto geome´trico de reduccio´n de la
seccio´n (debido a la estriccio´n) prima sobre el endurecimiento del material, y
la carga total disminuye a pesar de que el material no tiene reblandecimiento.
3Se ensayo´ una sexta probeta sin someterla al proceso de recocido






















Figura 3.19: Comparacio´n de resultados nume´ricos y experimentales. Curva























Figura 3.20: Comparacio´n de resultados nume´ricos y experimentales. Curva
tensio´n-deformacio´n (σz − εz)
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Todos los elementos utilizados capturan
adecuadamente la formacio´n del cuello en el
ensayo de traccio´n. En la figura 3.21 se mues-
tra la deformada global, que es similar en todos
los casos analizados.
Para conocer la evolucio´n de la estriccio´n,
se han dibujado las curvas de estriccio´n D/D0
frente a alargamiento ∆l/l0 a lo largo del en-
sayo.
La figura 3.22 compara los resultados obte-
nidos con los elementos mejorados, integrados
con cinco puntos de Gauss, con los del elemen-
to de presio´n constante Q1/P0. Como se puede
observar, la estriccio´n alcanzada es ligeramente
mayor si se utilizan elementos de deformacio-
nes supuestas.
En el cuadro 3.5 se recoge un resumen de
los valores de la estriccio´n obtenidos al final del
ca´lculo.
Evolucio´n de la tensio´n axial media
A continuacio´n se discuten los resultados
obtenidos referentes a la evolucio´n de la tensio´n axial media σz en el cuello, a
lo largo del ensayo. La tensio´n σz se dibuja frente a la deformacio´n logar´ıtmica
axial εz, con objeto de obtener una curva que represente de manera global
el comportamiento elastopla´stico uniaxial del aluminio. Para ello, los valores
de σz y εz se obtienen introduciendo en las expresiones (3.162) y (3.157),
respectivamente, los valores de P y D calculados en el ana´lisis de elementos
finitos.
En la figura 3.23 se comparan los resultados obtenidos con los elementos
D/D0
Q1/P0 0,493
Q1/E5 (5 P.G.) 0,464
Q1/E5 (9 P.G.) 0,471
Q1/ES5 (5 P.G.) 0,464
Q1/ES5 (9 P.G.) 0,475
Q1/ET5 (5 P.G.) 0,464
Q1/ET5 (9 P.G.) 0,467
Cuadro 3.5: Comparacio´n de resultados nume´ricos de la estriccio´n, en el
cuello, al final del ana´lisis

















Figura 3.22: Estriccio´n frente a alargamiento. Elementos Q1/E5, Q1/ES5,
Q1/ET5 y Q1/P0
de deformaciones supuestas y el elemento mixto Q1/P0. Aunque desde el
punto de vista pra´ctico son los mismos, el elemento Q1/P0 tiene un compor-
tamiento ligeramente ma´s r´ıgido: la tensio´n calculada es ligeramente mayor
en comparacio´n con la de los elementos de deformaciones supuestas, y la
deformacio´n logar´ıtmica al final del ensayo es sensiblemente menor.
Finalmente, en el cuadro 3.6, se muestran los valores de la deformacio´n y



















Figura 3.23: Tensio´n axial media frente a deformacio´n logar´ıtmica axial. Ele-
mentos Q1/E5, Q1/ES5, Q1/ET5 y Q1/P0
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εz σz (MPa)
Q1/P0 1,413 257,4
Q1/E5 (5 P.G.) 1,536 263,0
Q1/E5 (9 P.G.) 1,508 261,1
Q1/ES5 (5 P.G.) 1,535 262,8
Q1/ES5 (9 P.G.) 1,490 259,8
Q1/ET5 (5 P.G.) 1,536 262,9
Q1/ET5 (9 P.G.) 1,522 262,0
Cuadro 3.6: Deformacio´n y tensio´n axial al final del ana´lisis
Evolucio´n de la carga aplicada
A continuacio´n se analiza la evolucio´n de la carga vertical aplicada frente
a la deformacio´n logar´ıtmica. El valor de dicha carga se obtiene sumando las
reacciones verticales de cada uno de los nodos que tienen el desplazamiento
impuesto.
La figura 3.24 compara la respuesta de los elementos mejorados, integra-
dos con cinco puntos de Gauss, y del elemento mixto de presio´n constante.
El cuadro 3.7 muestra los valores ma´ximos de la carga y la deformacio´n
logar´ıtmica axial correspondiente, y el valor de la deformacio´n al final del
ca´lculo con la carga correspondiente. Los valores de este cuadro permiten
concluir:
– El elemento Q1/P0 es ligeramente ma´s r´ıgido que los elementos con
deformaciones supuestas
– El comportamiento de los distintos elementos con deformaciones su-
puestas empleados es esencialmente el mismo. En la rama pre-pico el
comportamiento es ide´ntico, y en la rama post-pico se observa un lige-
ro aumento de la rigidez si se utiliza la cuadratura de 3× 3 puntos de
Gauss.
Pmax (N) εz(Pmax) εz,max Pmin (N)
Q1/P0 23,21 0,172 1,413 12,44
Q1/E5 (5 P.G.) 23,15 0,176 1,536 11,25
Q1/E5 (9 P.G.) 23,15 0,176 1,508 11,48
Q1/ES5 (5 P.G.) 23,15 0,176 1,535 11,24
Q1/ES5 (9 P.G.) 23,16 0,179 1,490 11,62
Q1/ET5 (5 P.G.) 23,15 0,176 1,536 11,24
Q1/ET5 (9 P.G.) 23,15 0,176 1,522 11,35
Cuadro 3.7: Comparacio´n de resultados nume´ricos de la carga aplicada y de
la deformacio´n logar´ıtmica axial en el cuello















Figura 3.24: Carga aplicada frente a deformacio´n logar´ıtmica axial. Elemen-
tos Q1/E5, Q1/ES5, Q1/ET5 y Q1/P0
3.11. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha tratado del modelo constitutivo que se empleara´ pos-
teriormente en las aplicaciones del cap´ıtulo 5, con e´nfasis en su definicio´n,
implementacio´n computacional y validacio´n. El modelo se define en la confi-
guracio´n intermedia y posteriormente las ecuaciones se integran en la configu-
racio´n deformada. De esta forma surge un esquema nume´rico de actualizacio´n
multiplicativa del tensor de Finger a partir de la hipo´tesis de descomposicio´n
multiplicativa.
Con este trabajo se ha iniciado una de las lineas de investigacio´n pro-
puestas en (Garino, 1993), realizando las siguientes aportaciones:
1. Implementacio´n del modelo en el contexto de los elementos de defor-
maciones supuestas, manteniendo la sencillez en el algoritmo de inte-
gracio´n de las ecuaciones de la plasticidad.
2. Utilizacio´n de un modelo neo-hookeano en la definicio´n de la energ´ıa
libre ela´stica. De este modo se pueden abordar problemas con grandes
deformaciones ela´sticas, adema´s de grandes rotaciones, en el caso par-
ticular en que no exista flujo pla´stico. No obstante, es necesario hacer
dos matizaciones:
a) Dado que el modelo se formula para representar el comportamien-
to de metales en re´gimen pla´stico, las deformaciones ela´sticas no
son relevantes.
b) El tensor de deformaciones de Almansi no es el ma´s adecuado
para cuantificar las grandes deformaciones ela´sticas. Este hecho
se puede comprobar en el caso uniaxial en el cual la deformacio´n
de Almansi tiene una as´ıntota en e = 1/2.
Cap´ıtulo 4
Estimacio´n de error
4.1. Resumen y Objetivos
Al resolver un problema con los elementos finitos con formulacio´n en
deformaciones supuestas (Simo´ y Rifai, 1990; Simo´ y Armero, 1993), descritos
en el cap´ıtulo 2, los grados de libertad internos asociados a las deformaciones
mejoradas se activan para los modos de deformacio´n del elemento que no son
uniformes1 El objeto de este cap´ıtulo es investigar la posible relacio´n entre los
modos mejorados y la calidad de la solucio´n obtenida, en problemas ela´sticos
lineales, hiperela´sticos no lineales y con plasticidad de Von Mises. La idea
parte de otros trabajos (Beltra´n, 1990; Beltra´n y Alarco´n, 1992) en los que se
propone como estimador de error para elasticidad lineal, la diferencia entre
las energ´ıas obtenidas con elementos finitos formulados mediante diversos
funcionales multicampo parametrizados (Felippa, 1989a). El presente trabajo
tambie´n se realiza en el contexto de la estimacio´n de error, cuantificando la
contribucio´n de los modos de deformacio´n mejorados mediante la norma de
la energ´ıa. La metodolog´ıa que se emplea esta´ basada en la recientemente
propuesta para la estimacio´n de error en (Radovitzky y Ortiz, 1998), y en la
integracio´n variacional de las ecuaciones de la plasticidad (Ortiz y Stainier,
1998).
El cap´ıtulo consta de seis apartados, de los cuales este es el primero. El
segundo comienza con una introduccio´n a la problema´tica de la estimacio´n
de error, describie´ndose los estimadores e indicadores de error, para proble-
mas lineales y no lineales, ma´s relevantes en el estado de la te´cnica. El tercer
apartado estudia la relacio´n entre los modos mejorados y la calidad de la so-
lucio´n en problemas de elasticidad lineal. El cuarto se dedica a la elasticidad
no lineal con grandes deformaciones, empleando modelos hiperela´sticos. El
quinto apartado aborda los problemas con plasticidad de Von Mises con en-
durecimiento lineal y no lineal. Finalmente, en el u´ltimo apartado se exponen
las conclusiones del cap´ıtulo.
1En general los modos de deformacio´n no uniforme son aquellos que, de acuerdo con la
prueba de la parcela, no son capturados de manera exacta por el elemento
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En el ape´ndice C se exponen brevemente algunos conceptos ba´sicos de
Ana´lisis Funcional que se consideran de utilidad para este cap´ıtulo. Lo ex-
puesto en este ape´ndice se pueden consultar con ma´s detalle en (Lebedev
et al., 1996; Oden, 1972; Ciarlet, 1978; Marsden y Hughes, 1983).
4.2. Introduccio´n
4.2.1. Antecedentes
Actualmente el Me´todo de los Elementos Finitos es una herramienta de
ca´lculo habitual para el ingeniero dentro del ciclo de ca´lculo, disen˜o y com-
probacio´n de estructuras. No basta con conocer la solucio´n del problema
que se aborda, sino que es necesario tener informacio´n sobre la calidad de
los resultados obtenidos. El proceso que generalmente se sigue en un ca´lculo
computacional tiene varios pasos (Babusˇka, 1990):
1. Definicio´n del problema f´ısico
2. Modelo matema´tico ba´sico que explique de forma realista el problema
f´ısico
3. Obtencio´n de un modelo matema´tico simplificado a partir de anterior,
que en general se expresara´ mediante un conjunto de ecuaciones alge-
braicas, si el problema no depende del tiempo2.
4. Solucio´n del modelo matema´tico simplificado
5. Conclusiones y decisiones de tipo ingenieril
En cada uno de los pasos anteriores se introducen errores evitables e inevita-
bles. La mayor parte de los errores inevitables se cometen al crear el modelo
matema´tico simplificado. Un ana´lisis sistema´tico de los mismos se realiza en
(Shephard et al., 1990), pudie´ndose destacar los siguientes:
1. Aproximacio´n de la geometr´ıa
2. Reduccio´n de la dimensio´n espacial del problema (por ejemplo, pasando
de 3 a 2 dimensiones)
3. Caracterizacio´n del modelo de comportamiento del material
4. Condiciones de contorno y/o condiciones iniciales
5. Discretizacio´n
2En un problema dina´mico se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
Introduccio´n 4.3
Los estimadores e indicadores de error cuantifican en la medida de lo posi-
ble, de forma absoluta o relativa respectivamente, el error de discretizacio´n.
Dado que la solucio´n del modelo matema´tico ba´sico (que en lo sucesivo lla-
maremos solucio´n exacta) es desconocida, el estimador de error cuantifica
la diferencia entre dicha solucio´n exacta y la calculada para el modelo sim-
plificado, considerando como causa u´nica del error la correspondiente a la
discretizacio´n. Un indicador de error es cualquier medida que proporcione la
informacio´n necesaria para disminuir el error de discretizacio´n, modificando
esta. La modificacio´n puede consistir en: aumentar el nu´mero de elementos
(refinamiento h), modificar el grado de las funciones de interpolacio´n (refi-
namiento p), una combinacio´n de estas dos (refinamiento h − p), e incluso
simplemente recolocar los elementos manteniendo el nu´mero de los mismos.
Existen dos familias de estimadores de error: los estimadores “a priori” y los
estimadores “a posteriori”. Los estimadores “a priori” establecen las tasas de
convergencia que se obtendra´n en sucesivos ana´lisis en los que las mallas se
van refinando de manera uniforme (Zienkiewicz y Morgan, 1983). Una expo-
sicio´n detallada sobre estimadores “a priori” se realiza en (Szabo´, 1990). Los
estimadores “a posteriori” se obtienen a partir de una solucio´n aproximada
previamente calculada, y proporcionan dos tipos de informacio´n: el error glo-
bal de discretizacio´n cometido y la distribucio´n local de errores en la malla
de elementos finitos. Para ello se define la funcio´n error como la diferencia
entre el valor exacto del campo inco´gnita del problema u y el valor calculado
con elementos finitos uh:
E(x) = u(x)− uh(x)
Observacio´n 4.2.1 En los problemas de contorno que se abordara´n en este
cap´ıtulo u(x) es el campo de desplazamientos, que esta´ definido en cada punto
x del so´lido
Para cuantificar el valor de la funcio´n E(x) se emplea alguna norma, definida
sobre el dominio del so´lido, que proporciona la medida del error global:
E = ‖E‖Ω
Localizando esta expresio´n sobre cada elemento se obtiene el error local Ee:
Ee = ‖E‖Ωe
El intere´s de los me´todos de estimacio´n de error “a posteriori” es su apli-
cacio´n directa e indispensable para las te´cnicas de remallaje adaptativo. Su
desarrollo comienza a finales de los an˜os setenta en diversos trabajos pione-
ros (Babusˇka y Rheinboldt, 1978b; Babusˇka et al., 1994). Desde estos inicios
hasta la e´poca actual se han propuesto diversos estimadores en el campo del
ana´lisis lineal, cuya eficacia se ha probado en un amplio rango de proble-
mas. Sin embargo, en el a´mbito de los problemas no lineales los principales
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desarrollos no se han realizado hasta esta de´cada, quedando au´n problemas
abiertos. Adema´s existen limitaciones inherentes a la naturaleza de este tipo
de problemas: no unicidad de la solucio´n debido a que esta depende del cami-
no de carga, desarrollo de bandas de localizacio´n de deformaciones que dejan
mal planteado,desde el punto de vista matema´tico, el problema de contorno,
etc.
4.2.2. Estimadores de error para ana´lisis lineal
En este apartado se hace un resumen de las te´cnicas ma´s relevantes de
estimacio´n de error, en el contexto del meca´nica lineal de so´lidos. Un ana´lisis
detallado de los estimadores ma´s importantes en el a´mbito del ana´lisis lineal
se puede encontrar en (Babusˇka et al., 1986; Beltra´n, 1990) y en las referencias
incluidas en dicho trabajo.
Las te´cnicas para la estimacio´n del error de discretizacio´n en ca´lculos
lineales de elementos finitos se pueden clasificar en cinco grandes grupos
(Braess, 1997):
1. Estimadores residuales
2. Estimadores basados en problemas locales de tipo Neumann
3. Estimadores basados en problemas locales de tipo Dirichlet
4. Estimadores basados en te´cnicas de suavizado
5. Estimadores jera´rquicos
A continuacio´n se hace una descripcio´n breve de estas metodolog´ıas de es-
timacio´n de error. Aunque no se puede englobar en los grupos anteriores,
se comienza describiendo la extrapolacio´n de Richardson por razones histo´ri-
cas, ya que fue introducida en 1910 en el contexto de las diferencias finitas.
Posteriormente, diversos autores le han prestado una atencio´n importante
(Szabo´ y Babusˇka, 1991) implementa´ndola en el co´digo comercial PROBE
(Szabo´, 1985).
Extrapolacio´n de Richardson
Tiene por objeto predecir el error respecto de la solucio´n exacta de un
problema, conociendo dos soluciones obtenidas con mallas de para´metros h1
y h2, respectivamente. Para aplicar la extrapolacio´n es necesario conocer el
orden de convergencia de la solucio´n, que supondremos que es o(hn).
Definiendo el error de discretizacio´n como la diferencia de las normas
energe´ticas correspondientes a la solucio´n exacta y a la solucio´n aproximada
(Szabo´ y Babusˇka, 1991):
E = Π(uh)− Π(u) = ‖uh‖E − ‖u‖E
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donde ‖·‖E es la norma de la energ´ıa (ver ape´ndice C), uno de los posibles
procedimientos de extrapolacio´n es el que se describe a continuacio´n (Zien-
kiewicz y Morgan, 1983). Supongamos que las soluciones obtenidas con las
mallas de para´metros h1 y h2 son uh1 y uh2 , respectivamente. Si u es la so-










obtenie´ndose de esta ecuacio´n el valor de ‖u‖E. La ecuacio´n (4.1) ha sido
mejorada (Szabo´ y Babusˇka, 1991), considerando que la tasa de convergencia
va multiplicada por una constante C que es inco´gnita. Al introducir esta
constante es necesario obtener la solucio´n con una tercera malla de para´metro
h3, para tener el mismo nu´mero de ecuaciones que de inco´gnitas.
A pesar de que con esta te´cnica se han obtenido estimadores de error
muy precisos, tiene el inconveniente de que no se puede asegurar que en
general la tasa de convergencia n sea constante para las mallas consideradas
(ni tampoco la constante C).
Estimadores residuales
Como se describira´ en el apartado 4.3.2, el problema de contorno que
se pretende resolver para obtener el campo de desplazamientos u se puede
plantear mediante un operador diferencial A, tal que:
A(u) = 0 (4.2)
Este operador se aplica al dominio Ω y al contorno ∂Ω, pudie´ndose descom-
poner en:
AΩ(u) = 0 en Ω (4.3)
A∂Ω(u) = 0 en ∂Ω (4.4)
Si en la ecuacio´n (4.2) se sustituye u por el campo de desplazamientos calcu-
lado por elementos finitos para el elemento e: ueh, se obtiene un residuo R
e:
A(ueh) = R
e en Ωe (4.5)
que de acuerdo con (4.3) y (4.4) tiene dos componentes ReΩ y R
e
∂Ω asociadas
respectivamente al equilibrio en el dominio del elemento Ωe y al equilibrio en
el contorno ∂Ωe (Re∂Ω es discontinuo en los contornos del elemento e y sus
adyacentes).
Los estimadores de error residuales se basan en cuantificar el error de
discretizacio´n a partir de los valores de ReΩ y R
e
∂Ω. Este tipo de estimadores
de error fueron propuestos en (Babusˇka y Rheinboldt, 1978a)
4.6 Estimacio´n de error
Estimadores basados en problemas locales de Neumann
Una vez conocidos los residuos elementales ReΩ y R
e
∂Ω de la solucio´n de
elementos finitos, para cada uno de los elementos de la malla se vuelve a
resolver el problema de contorno de Neumann, definido por las ecuaciones:
AΩ(z
e) = ReΩ en Ω
e (4.6)
A∂Ω(z
e) = Re∂Ω en ∂Ω
e (4.7)
empleando funciones de interpolacio´n de mayor grado que las anteriormente
utilizadas para obtener uh. Una vez resuelto este problema, el error de dis-
cretizacio´n se expresa en te´rminos de ‖ze‖. Este estimador se ha propuesto
en (Bank y Weiser, 1985).
Estimadores basados en problemas locales de Dirichlet




′e ⊂ Ω; Ω′e y Ωe tienen un punto comu´n o´ Ω′e = Ωe
}
∂ωe = { contorno de ωe}
En la figura 4.1 se muestra una malla de elementos cuadrila´teros, en la que
se sen˜alan los conjuntos ωe y ∂ωe correspondientes al elemento e.
Ωe
ωe ∂ωe
Figura 4.1: Conjuntos ωe y ∂ωe en una malla de elementos cuadrila´teros
Observacio´n 4.2.2 La definicio´n dada para el conjunto ωe considera que
la discretizacio´n se efectu´a con elementos de cuatro lados. Si se emplean
tria´ngulos, los elementos que forman dicho conjunto son los que tienen un
lado (y no un punto) en comu´n con Ωe. Desde un punto de vista intuitivo, el
conjunto ωe contiene al elemento Ωe y todos los que lo “envuelven”.
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Para estimar el error, se resuelve el problema de Dirichlet:
AΩ(z
e) = 0 en ωe (4.8)
ze = uh en ∂ω
e (4.9)
empleando tambie´n en este caso funciones de interpolacio´n de mayor grado
que las utilizadas para el ca´lculo de uh. Una vez que se ha calculado z
e, el
estimador de error local se obtiene como:
Ee = ‖ze − ueh‖ (4.10)
Este estimador de error esta´ propuesto en (Babusˇka y Rheinboldt, 1978b).
Estimadores basados en te´cnicas de suavizado
Estos estimadores de error evalu´an la diferencia entre el gradiente del
campo de desplazamientos (tensiones, en el caso de la meca´nica de so´lidos)
obtenido en el ca´lculo de elementos finitos σh, y una proyeccio´n suave σ
∗
obtenida a partir de σh, que se considera ma´s precisa. El estimador ma´s
conocido de esta familia es el denominado Z2 (Zienkiewicz y Zhu, 1987).
Existen diversas te´cnicas de proyeccio´n de σh (Zienkiewicz y Taylor,
1989). Un procedimiento muy sencillo y eficaz consiste en obtener un valor
promedio de los valores de la tensio´n en los nodos σi (i = 1, nnod), a partir
de los calculados en los puntos de Gauss. La proyeccio´n suave del campo de





El error de discretizacio´n expresado en te´rminos de los campos de tensiones
es:
σerror = σ∗ − σh (4.12)





Esta te´cnica de proyeccio´n, aunque no es variacionalmente consistente, tiene
la ventaja de ser eficiente al no ser necesario trabajar con matrices de “masa”
globales, y se ha implementado en el programa PRZ (Goicolea, 1988).
El estimador de error Z2 tiene las ventajas de ser intuitivo desde el punto
de vista ingenieril y sencillo de implementar. Su inconveniente es que supo-
ne ma´s preciso el campo de tensiones suavizado que el campo de tensiones
discontinuo, sin que esta hipo´tesis tenga que ser necesariamente cierta. Por
ejemplo en el ensayo de corte de una probeta rectangular formada por dos
materiales separados por una interfase, el campo de tensiones tangenciales
exacto es discontinuo, producie´ndose el salto en la interfase de los dos ma-
teriales. Esta solucio´n es capturada exactamente en un ca´lculo de elementos
finitos, y sin embargo con el estimador Z2 se obtiene un error no nulo.
4.8 Estimacio´n de error
Estimadores jera´rquicos
Sea u ∈ V la solucio´n exacta del problema de contorno que se resuelve por
elementos finitos y uh ∈ Vh la solucio´n aproximada, contenida en subespacio






Teniendo en cuenta que la solucio´n exacta u ∈ V y dimV = ∞, el error de








Los estimadores de error jerarquizados consisten en ir aumentando la dimen-
sio´n del subespacio Vh, introduciendo funcionesNi (i = p+1, p+2, . . .), de ma-
nera que sustituyendo cada una de ellas en (4.15) se cuantifica la mejora en la
calidad de la solucio´n que proporciona. Las funciones Ni (i = p+1, p+2 . . . q)
se obtienen a partir de la definicio´n previa de una sucesio´n (de dimensio´n
finita q) de funciones jerarquizadas. Los procedimientos para eliminar las
inco´gnitas di (i = p+ 1, p+ 2 . . . q) y obtener la cota del error son laboriosos
y se salen del a´mbito de esta introduccio´n. Se pueden encontrar detallados
en (Beltra´n, 1990; Deuflhard et al., 1989).
4.2.3. Estimadores de error para ana´lisis no lineal
La estimacio´n de error en problemas no lineales es un tema que ha cen-
trado la atencio´n de importantes investigadores en la u´ltima de´cada, y que
sin embargo au´n tiene cuestiones abiertas. La problema´tica de los ana´lisis
no lineales es que en general la solucio´n depende del camino de carga. Por
tanto, para estimar el error es necesario conocer toda la “trayectoria” de la
solucio´n.
En este a´mbito han sido punteros los trabajos en problemas de locali-
zacio´n de (Ortiz y Quigley, 1991), los realizados en el contexto del modelo
elastopla´stico de Hencky (Johnson y Hansbo, 1992), los aplicados a modelos
elastopla´sticos tanto de Hencky como de Prandtl-Reuss en (Barthold et al.,
1998), y los desarrollados en el contexto de la localizacio´n en modelos de Cos-
serat (Peric´ et al., 1994). Tambie´n son destacables los basados en te´cnicas
de dualidad de (Ba¨nsch y Siebert, 1995), los correspondientes a problemas
de incompresibilidad y de conformado de metales (Zienkiewicz et al., 1988;
Zienkiewicz et al., 1989), etc.
Por u´ltimo cabe destacar el trabajo reciente sobre estimacio´n de error
para problemas altamente no lineales de (Radovitzky y Ortiz, 1998). En e´l se
abordan problemas en el contexto de las grandes deformaciones para hipe-
relasticidad, viscoplasticidad, dina´mica, etc. Los resultados que se presentan
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en este cap´ıtulo se basan fundamentalmente en la metodolog´ıa seguida en
dicha referencia.
En los siguientes pa´rrafos se presentan, a modo de resumen, las ideas
clave de los trabajos referenciados anteriormente que se han tomado como
base de partida en este trabajo.
Estimador de error de (Johnson y Hansbo, 1992)
En este trabajo se propone un estimador de error de cara´cter general para
problemas el´ıpticos o hiperbo´licos, lineales o no lineales (aplicado a problemas
de elasticidad lineal, plasticidad infinitesimal, ecuacio´n de Burger, etc). En
este art´ıculo pretenden unificar trabajos anteriores que abordan la estimacio´n
de error en una gama muy amplia de problemas.
El estimador de error propuesto es de tipo residual y su expresio´n ma´s
general es:
‖u− uh,p‖ ≤ E(h, p,uh,p, b) (4.16)
Es decir, el error estimado depende de la discretizacio´n h, del grado de las
funciones de forma p, de la solucio´n obtenida por elementos finitos uh,p y
del te´rmino de fuerzas volume´tricas b del problema de contorno. Cin˜e´ndo-
nos en lo sucesivo a los problemas de meca´nica de so´lidos, b es el te´rmino
correspondiente a las fuerzas volume´tricas.
En la expresio´n (4.16), la dependencia de E sobre uh,p se formula, en
te´rminos de la norma de Lebesgue de grado 2 (ver ape´ndice C), del residuo
R(uh,p). Para el elemento e:








2 son los residuos del equilibrio en Ω
e y
en ∂Ωe.
Observacio´n 4.2.3 La notacio´n Rej expresa de forma compacta los residuos
descritos bajo el encabezamiento Estimadores residuales, del apartado 4.2.2,













Al aplicarlo al problema elastopla´stico de Hencky, el estimador de error














4.10 Estimacio´n de error
donde s es el desviador del tensor de tensiones σ. Para estimar el error, en
el dominio Ω se distinguen los elementos que esta´n en estado ela´stico de los
que esta´n en estado pla´stico:
Ωelas = {x ∈ Ω | ‖s‖ ≤ σY }
Ωplas = Ω/Ωelas













siendo Cej y C
s constantes. La expresio´n (4.19) indica que ‖u − uh‖E−1 ≤
o(h) + o(
√
h) estando relacionados los te´rminos o(h) y o(
√
h) con Ωelas y
Ωplas, respectivamente. Por tanto es de esperar que para h → 0 el error sea
mayor en los elementos que esta´n en re´gimen pla´stico.
El modelo de Hencky no es adecuado para problemas de plasticidad en
general debido a sus limitaciones: las deformaciones pla´sticas so´lo dependen
del valor del desviador de tensiones s y no de la historia de carga. Este
hecho hace que a veces este modelo se interprete como un modelo ela´stico
no lineal con tensio´n de fluencia, dado que en los procesos de descarga las
deformaciones pla´sticas son nulas.
Observacio´n 4.2.4 El estado final de deformaciones pla´sticas en el modelo
de Hencky esta´ dado por la expresio´n:
εp = cs (4.20)
mientras que en la plasticidad de Von-Mises las deformaciones pla´sticas se
expresan en forma de tasa:
ε˙p = γ˙s (4.21)
dependiendo el multiplicador pla´stico γ de la historia de cargas
Indicador de error de (Barthold et al., 1998)
En este trabajo, los autores presentan un indicador de error aplicable a
modelos pla´sticos de Hencky y Prandtl-Reuss con endurecimiento no lineal.
El intere´s de este indicador es que es aplicable a una gama relativamente
amplia de problemas no lineales, y que combina la utilizacio´n de diversas
te´cnicas, algunas de las cuales se han descrito en apartados anteriores.











(Dp + γ˙f) dt (4.22)
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siendo Dp la funcio´n de disipacio´n pla´stica. Atendiendo a los sumandos del
te´rmino derecho de (4.22), para calcular el error global se considera la con-
tribucio´n de las siguientes fuentes de error:
1. Error en el equilibrio.
2. Error en la tasa de deformacio´n pla´stica, evaluado de forma incremen-
tal.
3. Error en las condiciones de Kuhn-Tucker para las condiciones de carga
y descarga, que tambie´n se evalu´a de forma incremental.
4. Error asociado al taman˜o del paso de integracio´n de las ecuaciones
constitutivas.
A continuacio´n se describe brevemente el tratamiento que le dan los autores
de dicho trabajo a cada uno de los errores mencionados:
– Error en el equilibrio
Este error se obtiene con el primer sumando Ψ de la expresio´n (4.22).
Su expresio´n es:
E2eq = ‖(σ − σh) · (εe − εeh)‖2L2(Ω) + ‖(q − qh) · (ξ − ξh)‖2L2(Ω) (4.23)
siendo q y ξ las variables internas de endurecimiento. Dado que en
(4.23) hay te´rminos desconocidos, este error se evalu´a con estimado-
res residuales del tipo de los propuestos por otros autores (Babusˇka y
Rheinboldt, 1978a; Johnson y Hansbo, 1992)
– Error incremental de la tasa de deformacio´n pla´stica
Este error va asociado al te´rmino de la funcio´n de disipacio´n pla´stica
Dp de la expresio´n (4.22). Este error se expresa:
E2dp = ‖σ · (ε˙p − ε˙ph)‖2L2(Ω) + ‖q · (ξ˙ − ξ˙h)‖2L2(Ω) (4.24)
Este error se calcula sustituyendo los campos exactos por una pro-
yeccio´n suave de la solucio´n aproximada (Zienkiewicz y Zhu, 1987),
resultando:
E2dp = ‖σ∗ · (ε˙p∗ − ε˙ph)‖2L2(Ω) + ‖q∗ · (ξ˙
∗ − ξ˙h)‖2L2(Ω) (4.25)
Observacio´n 4.2.5 En el estimador de error propuesto en (Peric´ et al.,
1994), se evalu´an conjuntamente la falta de equilibrio y la disipacio´n
pla´stica empleando te´cnicas de proyeccio´n suave:
E2 = ‖(σ∗ − σh) · (ε˙p∗ − ε˙ph)‖2L2(Ω)
4.12 Estimacio´n de error
– Error en las condiciones de Kuhn-Tucker
Este error se asocia al tercer sumando de (4.22). La expresio´n de este













– Error asociado a la discretizacio´n en el tiempo
Al integrar nume´ricamente las ecuaciones constitutivas de la plasticidad
con esquemas de tipo “Euler impl´ıcito”, aparece un error adicional en
cada intervalo [t, t+∆t].
Observacio´n 4.2.6 Este error no aparece en el modelo de Hencky ya
que, como se ha comentado anteriormente, en la regla de flujo no in-
terviene el tiempo.








donde el factor ‖σ‖L2(Ω) se puede interpretar como un factor de escala
que se introduce para que E2t tenga dimensio´n de energ´ıa.
Suponiendo que el error de discretizacio´n espacial no afecta al error





h, respectivamente. Para acotar este error en el intervalo





















siendo n la direccio´n del flujo pla´stico, que coincide con el versor normal
a la superficie de fluencia en el caso asociativo. Finalmente, haciendo
las siguientes hipo´tesis:
1. En el intervalo de tiempo [t, t+∆t] la diferencia entre n(τ) y nt+∆t
es ma´xima en τ = t
2. En el peor de los casos γ˙ = γt+∆t
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el error de discretizacio´n temporal es:
E2t = γt+∆t‖nt − nt+∆t‖∆t (4.29)
Una vez efectuados estos ca´lculos, el error global de discretizacio´n es







Los autores aplican este indicador al problema de una placa rectangular
con un taladro circular, y extraen las siguientes conclusiones en cuanto a la
contribucio´n de cada te´rmino de error:
1. Eeq y Edp aumentan en las zonas pro´ximas a los puntos singulares (que
en general son las zonas donde las deformaciones pla´sticas son mayores).
2. EKT predomina en las zonas de transicio´n entre los dominios ela´sticos
y los pla´sticos.
3. Et es mayor en los elementos que comienzan a plastificar.
Estimador de error de (Radovitzky y Ortiz, 1998)
Este estimador tiene dos atractivos especiales:
1. Plantea la estimacio´n de error de problemas lineales y no lineales con





siendo Π el funcional asociado al principio variacional, ϕt+∆t el movi-
miento en el instante t + ∆t y Vh el espacio de las funciones solucio´n
admisibles.
2. Hay ejemplos de problemas esta´ticos y dina´micos altamente no lineales,
para plasticidad y visco-plasticidad con grandes deformaciones, en los
que se ha probado que es eficiente.
La idea clave en los problemas con deformaciones inela´sticas es integrar las
ecuaciones constitutivas con una formulacio´n variacional. Dicha formulacio´n
conduce a una relacio´n de las tasas tensio´n-deformacio´n que deriva de una
funcio´n potencial incremental. Esta formulacio´n de “integracio´n variacional”
se ha propuesto recientemente en (Ortiz y Stainier, 1998)
Observacio´n 4.2.7 Anteriormente se hab´ıan propuestos algoritmos de in-
tegracio´n de las ecuaciones de la plasticidad, con estructura variacional, em-
pleando la teor´ıa de los “caminos minimizantes” (caminos de deformacio´n
que minimizan la energ´ıa interna) (Ortiz y Martin, 1988). El inconveniente
de estas teor´ıas es la dificultad para establecer los caminos minimizantes en
ciertos modelos constitutivos (especialmente en los modelos que dependen del
tiempo).
4.14 Estimacio´n de error
La metodolog´ıa de estimacio´n de error propuesta en esta tesis se basa
fundamentalmente en los trabajos de (Ortiz y Quigley, 1991; Radovitzky
y Ortiz, 1998), y se detalla en los siguientes apartados. A continuacio´n se
resumen las ideas clave del estimador de error.
Partiendo de un problema variacional de mı´nimo cuya inco´gnita es la
funcio´n ϕ, la propiedad de aproximacio´n o´ptima permite establecer:
‖ϕh −ϕ‖ = mı´n
ηh∈Vh
‖ηh −ϕ‖ (4.32)
donde ϕh es la solucio´n aproximada de elementos finitos. Por otra parte, la
estructura variacional del problema permite establecer una forma de Dirichlet
a(ϕn+1)[u,u] (que expresa la segunda variacio´n del funcional asociado al
principio variacional, como se indica en el ape´ndice C) que verifica, al menos
en el re´gimen asinto´tico (h→ 0), la condicio´n de coercividad:
a(ϕn+1)[ϕ,ϕ] ≥ C1‖ϕ‖2 (4.33)
Verifica´ndose (4.32) y (4.33), es posible acotar el error de discretizacio´n en
la forma (Ciarlet, 1978):





k : grado de los polinomios interpolantes de uh
he : taman˜o del elemento
nelm : nu´mero de elementos
‖·‖1 : norma de Sobolev de grado 1 (ver ape´ndice C)
| · |k+1 : seminorma de Sobolev de grado k + 1 (ver ape´ndice C)
Aunque ϕeh sea una buena aproximacio´n de ϕ
e, no se puede sustituir en
el lado derecho de la ecuacio´n (4.34), ya que |ϕeh|k+1 = 0 por ser ϕeh un
polinomio de grado k. Entonces, en vez de estimar el error de ϕeh se estima
el error de ϕ˜eh, que es la proyeccio´n de grado k − 1 de ϕeh sobre el elemento
e:
‖ϕ˜h −ϕ‖1 ≤ ‖ϕ˜h −ϕh‖1 + ‖ϕh −ϕ‖1 (4.35)
Como los o´rdenes de convergencia de los dos sumandos de (4.35) son, respec-
tivamente, o(hk−1) y o(hk), en el re´gimen asinto´tico se puede poner:
‖ϕ˜h −ϕ‖1 ≤ C3‖ϕ˜h −ϕh‖1 (4.36)
y sustituyendo la norma de la derecha de (4.36) en (4.34), resulta finalmente:





Observacio´n 4.2.8 El estimador de error (4.37) se construye sumando los
errores locales en cada elemento. De esta manera se evita el coste computa-
cional asociado a los procedimientos de suavizado global
4.3. Elasticidad Infinitesimal
4.3.1. Problema de contorno
Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado, abierto y suave, con frontera ∂Ω. Sea
∂uΩ la frontera de Ω con desplazamientos impuestos u y ∂tΩ la frontera
de Ω con tensiones impuestas t, tal que ∂uΩ ∪ ∂tΩ = Ω y ∂uΩ ∩ ∂tΩ = ∅.
Denominaremos Ω = Ω ∪ ∂Ω y n al vector normal a ∂Ω. Sea b el vector de
fuerzas volume´tricas, u el campo de desplazamientos, σ el tensor de tensiones
de Cauchy, ε el tensor de deformaciones infinitesimales y W (x, ε) la funcio´n
de densidad de energ´ıa ela´stica.
El problema de contorno de la elasticidad infinitesimal queda planteado
en los siguientes te´rminos:
Dadas b : Ω → Rn, u : ∂uΩ → Rn, t : ∂tΩ → Rn, encontrar u : Ω → Rn
tal que cumpla las ecuaciones:
Ecuaciones de Equlibrio: divσ + b = 0 en Ω (4.38)
con σn = t en ∂tΩ (4.39)
Ecuaciones de Compatibilidad: ε =∇Su (4.40)
u = u en ∂uΩ (4.41)




donde u y t, son los desplazamientos y tensiones prescritos, y ∇S[ · ] es la
parte sime´trica del operador gradiente ∇[ · ].
4.3.2. Estructura variacional del problema de contorno
El teorema de Veinberg (ver ape´ndice C, teorema C.7.6) aplicado al pro-
blema de contorno expresado en el apartado 4.3.1 permite obtener las condi-
ciones necesarias para que dicho problema tenga estructura variacional y, en
su caso, el funcional correspondiente.
Las ecuaciones (4.38; 4.39; 4.40; 4.41; 4.42) se pueden expresar mediante
un operador diferencial A, resultando:




divσ(x,∇su) + b en Ω
σ(x,∇su)n− t(u) en ∂tΩ
(4.44)
4.16 Estimacio´n de error
Las condiciones necesarias para que el problema de contorno tenga estructura
variacional se obtienen aplicando la condicio´n de reciprocidad:
δG(u)[δu, δv] = δG(u)[δv, δu] ∀δu, δv : Ω→ Rn admisibles (4.45)




A(u) · δu dΩ
y δu, δv son variaciones admisibles:
δu|∂uΩ = δv|∂uΩ = 0


































Las ecuaciones (4.48; 4.49) establecen la nulidad del operador rotacional apli-
cado a los campos de tensiones en Ω y tracciones en ∂tΩ, respectivamente.
Por tanto, para que el problema de contorno tenga estructura variacional es


























Teniendo en cuenta que:
σ(x, t∇su) ·∇u = ∂W (x, t∇
su)
∂t
t(tu) · u = ∂Φ(tu)
∂t
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Igualando a cero la primera variacio´n de Πp(u):
δΠp(u)[δu] = a(u)[u, δu]−
∫
Ω
b · δu dΩ−
∫
∂tΩ
t · δudΓ ∀δu ∈ V (4.54)
se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema variacional, que
son precisamente las ecuaciones (4.38; 4.39).





















se denomina tensor constitutivo de mo´dulos tangentes y sus componentes se
denotara´n por Cijkl. Se dice que la forma de Dirichlet cumple las hipo´tesis
de regularidad si se verifica:
1.Cijkl <∞, ∀x ∈ Ω⇔ C ∈ L∞(Ω,Rn × Rn × Rn × Rn) (4.58)
2.a(u)[δu, δu] es estable (ver definicio´n C.7.6) (4.59)
Observacio´n 4.3.2 Para que a(u)[δu, δu] sea estable, se ha de verificar que
tenga un mı´nimo (condicio´n de coercividad):
a(u)[δu, δu] > C(‖δu‖1,2)2 C ∈ R+ (4.60)
siendo ‖·‖1,2 la norma de Sobolev de grado 1, orden 2. Esta desigualdad se
cumple si:
1. ‖δu‖1,2 esta´ acotado. Esta condicio´n se verifica tomando δu ∈ H1(Ω,Rn)
(Espacio de Sobolev de grado 1 y orden 2).
2. a(u)[δu, δu] > 0 ∀δu. La condicio´n necesaria y suficiente es que el
tensor C sea definido positivo.
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Si la forma de Dirichlet (4.56) verifica las hipo´tesis de regularidad (4.58,
4.59), entonces se cumple:
i) Πp es convexo





siendo V el espacio de funciones de energ´ıa finita.
Estas dos condiciones tienen especial relevancia para la estimacio´n del
error, dado que son condicio´n necesaria para poder establecer la cota de
error que se emplea en este trabajo.
4.3.3. Metodolog´ıa de aproximacio´n
Sea Vh ⊂ V | dim(Vh) < ∞ y Vh → V cuando h → 0. El me´todo de los
elementos finitos define una metodolog´ıa de construccio´n de Vh El proble-





uh = u en ∂uΩ (4.63)





b · δuh dΩ−
∫
∂tΩ
t · δuhdΓ = 0 ∀δuh ∈ Vh (4.64)




b · δuh dΩ−
∫
∂tΩ
t · δuhdΓ = 0 (4.65)
Restando (4.64) y (4.65) se obtiene:
a(u)[u− uh, δuh] = 0 ∀δuh ∈ Vh (4.66)
La ecuacio´n (4.66) establece que la solucio´n de elementos finitos minimiza
‖u−uh‖E, y se denomina propiedad de aproximacio´n o´ptima del me´todo de
elementos finitos:
‖u− uh‖E = inf
vh∈Vh
‖u− vh‖E (4.67)
En la figura 4.2 se da una interpretacio´n geome´trica de esta propiedad para









Figura 4.2: Interpretacio´n geome´trica de la propiedad de aproximacio´n o´ptima
del MEF
4.3.4. Estimacio´n local del error
Sea Ωe un elemento no degenerado en Rn y Pp(Ωe) el conjunto de poli-
nomios de grado p en Ωe. Sea ue ∈ H1(Ωe,Rn) el campo de desplazamientos




uaNa(x) ∈ Pp(Ωe) (4.68)
el polinomio interpolante de ue. La funcio´n de error local en el elemento e se
define como la diferencia del campo de desplazamientos exacto y el campo
de desplazamientos calculado por elementos finitos:
Ee(x) = ue(x)− ueh(x)
El problema que se plantea en la estimacio´n local del error es obtener una
cota de la funcio´n local de error, del tipo:
‖ue − ueh‖ ≤ C(he)α|ue| (4.69)
donde:
C : constante real positiva
he : dia´metro de la circunferencia circunscrita a Ωe
|ue| : seminorma de ue
α : tasa de convergencia
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Observacio´n 4.3.3 La definicio´n de la seminorma utilizada en (4.69) de-
pende de la definicio´n de la norma de error que se establezca.
La expresio´n (4.69) se verifica si se cumple la propiedad de aproximacio´n
o´ptima (4.67) y las condiciones de regularidad expresadas en (4.58) y (4.59)




C : constante positiva independiente de ue y h
m(Ωe) : volumen de Ωe
ρ : dia´metro de la circunferencia inscrita en Ωe
|ue|k+1,p : seminorma de Sobolev de grado k + 1 y orden p
y los espacios funcionales (ver ape´ndice C):
W k+1,p(Ωe,Rn) : Espacio de Sobolev de grado k + 1 y orden p
Hk+1(Ωe,Rn) : Espacio de Sobolev de grado k + 1 y orden 2
se cumple que:









siempre que se satisfagan las siguientes condiciones:












> k + 1− s
Observacio´n 4.3.4 En la expresio´n de la cota de error (4.70), el te´rmino
|ue|k+1,p cuantifica la variacio´n del campo de desplazamientos en el elemento
e.
Observacio´n 4.3.5 Si se emplean elementos cuadrila´teros bilineales y la
norma de la cota de error es la norma energe´tica: ueh ∈ H1(Ωe,Rn) =
W 1,2(Ωe,Rn), resulta:
q = p = 2 s = 1 k = 1 (4.71)
Sustituyendo (4.71) en (4.70), la expresio´n de la cota de error es:





4.3.5. Estimacio´n global del error












donde χe es la funcio´n caracter´ıstica definida en (2.33). Si las funciones de
forma Na cumplen la condicio´n de conformidad (Hughes, 1987), se cumple:
ueh(x) ∈ H1(ωe,Rn)⇒ uh(x) ∈ H1(Ωe,Rn).
Para obtener una cota de la funcio´n de error global:E(x) = u(x)−uh(x),
la seminorma de E(x) empleada en (4.69) se expresa como la suma de las




















donde nelm es el nu´mero de elementos empleado en la discretizacio´n de Ω.




|ue − ueh|21,2 (4.74)


















La expresio´n (4.75) indica que la cota del error global se puede expresar
como la suma de las cotas de error de cada elemento. Asimismo, asumiendo
la hipo´tesis de regularidad y en virtud de la desigualdad de Poincare´, la
seminorma | · |1,2 se puede sustituir en (4.75) por la norma de la energ´ıa,
resultando:
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4.3.6. Estimacio´n del error “a posteriori”
Las expresiones anteriores tienen el inconveniente pra´ctico de acotar el
error en funcio´n del campo ue que es la inco´gnita ba´sica del problema y
de la que so´lo se conoce la solucio´n aproximada ueh. Esta solucio´n no puede
sustituirse directamente por ue dado que ueh es un polinomio de grado k y la
seminorma empleada es de orden k + 1 (Dαueh = 0 para |α| = k + 1)
Las te´cnicas de estimacio´n de error se basan en la sustitucio´n de ue por
otro campo, de manera que la cota de error as´ı calculada sea realista. La
forma de realizar dicha sustitucio´n da lugar a distintos estimadores de error.
Observacio´n 4.3.6 Los estimadores basados en las te´cnicas de suavizado
global, como por ejemplo el estimador Z2 (Zienkiewicz y Zhu, 1987), al sua-
vizar el campo de tensiones aumentan el grado del campo de desplazamientos.
Este campo de desplazamientos de orden superior es el que se introduce en
la expresio´n (4.76) en lugar de el campo exacto ue.
4.3.7. Estimador de error propuesto en este trabajo
En este trabajo se propone un estimador de error para la solucio´n uh
obtenida con elementos formulados en desplazamientos, que se basa en la
solucio´n uenh obtenida con elementos de deformaciones supuestas mejoradas
(Simo´ y Rifai, 1990; Simo´ y Armero, 1993) descritos en el cap´ıtulo 2. Se parte
de la propiedad de la desigualdad triangular:
‖u− uh‖E ≤ ‖u− uenh‖E + ‖uenh − uh‖E (4.77)
A continuacio´n es necesario establecer la siguiente hipo´tesis:
Hipo´tesis 4.3.1 Se supone que los o´rdenes de convergencia son:
‖u− uenh‖E = o(hm) (4.78)
‖uenh − uh‖E = o(hp) (4.79)
y que, al menos en el re´gimen asinto´tico, se cumple:
m > p (4.80)
En el caso l´ımite del re´gimen asinto´tico (h→ 0), en la parte derecha de la ex-
presio´n (4.77) el primer sumando es mucho menor que el segundo, pudie´ndose
establecer que:
‖u− uh‖E ≤ C‖uenh − uh‖E, C ∈ R+ (4.81)
Observacio´n 4.3.7 Las hipo´tesis (4.78), (4.79) y (4.80) garantizan que las
soluciones uenh y uh convergen a la solucio´n exacta, de manera que:
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1. ‖uenh − uh‖E decrece segu´n se refina la malla
2. La solucio´n obtenida con los elementos mejorados uenh se aproxima a
la solucio´n exacta u “mejor” que la solucio´n de elementos en despla-
zamientos uh a la solucio´n de elementos mejorados uenh, al menos en
re´gimen asinto´tico.
Observacio´n 4.3.8 El estimador de error (4.81) aplicado a los estados de
deformacio´n que corresponden a la prueba de la parcela (estados de defor-
macio´n constante), es nulo y por lo tanto exacto. Dicho estimador aplicado
a los estados de flexio´n pura (para los que los elementos mejorados dan la
solucio´n exacta) tambie´n da valores exactos.
El estimador local de error que se propone es la norma energe´tica (forma de
Dirichlet) de la diferencia entre el campo de desplazamientos calculado con
elementos mejorados, y el calculado con elementos compatibles formulados
en desplazamientos:
Ee = ‖ueenh − ueh‖E (4.82)







ε · CεdΩ (4.83)
siendo C el tensor constitutivo ela´stico, que en general dependera´ del punto




















ε˜ · Cε˜dΩ (4.85)





Observacio´n 4.3.9 La cota del error discretizacio´n que se propone en (4.86)
tiene como ventaja que es una cota global que se evalu´a localmente (elemento
por elemento), sin necesidad de tener que calcular suavizados globales
Observacio´n 4.3.10 Interpretando la expresio´n (4.84), la interpretacio´n
pra´ctica de la cota de error propuesta es clara. El error de discretizacio´n aso-
ciado a los elementos formulados en desplazamientos se cuantifica a trave´s
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de la energ´ıa ela´stica asociada a los modos incompatibles, si el problema se
resuelve con elementos mejorados.
4.3.8. Ejemplos
En este apartado se muestran los resultados obtenidos al aplicar el esti-
mador de error (4.84) en algunos ejemplos resueltos con elementos finitos.
Me´nsula en flexio´n pura
Se considera una me´nsula de longitud L = 10 y canto h = 1 con un
momento M = 1 aplicado en el extremo libre (figura 4.3). Las caracter´ısticas
meca´nicas adoptadas son E = 1200 y ν = 0.





M2L = 0,05 (4.87)
Con los elementos de deformaciones supuestas un so´lo elemento basta para
obtener la solucio´n exacta en flexio´n pura (Simo´ y Rifai, 1990). Sin embargo,
en los elementos de cuatro nodos con formulacio´n en desplazamientos, aparece
bloqueo por cortante y la solucio´n resulta excesivamente r´ıgida en mallas
con pocos elementos. En este caso, la expresio´n (4.81) se transforma en una
igualdad con C = 1
Las mallas consideradas para estimar el error tienen 1 × 1, 2 × 2, 4 × 4,
16× 16, 32× 32, 64× 64 y 80× 80 elementos.
A continuacio´n, para comprender el funcionamiento del estimador de error
propuesto, se discuten los resultados obtenidos con la malla de 1 elemento. En
los cuadros 4.1 y 4.2 se muestran los valores de las deformaciones obtenidas
con los elementos mejorados y con los elementos formulados en desplaza-
mientos.
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Figura 4.3: Me´nsula en flexio´n pura. Condiciones de contorno y cargas apli-
cadas. Malla de 4× 4 elementos
Punto de Gauss εxx εyy εxy
1 2,887 10−3 0,0 2,887 10−3
2 2,887 10−3 0,0 −2,887 10−3
3 −2,887 10−3 0,0 −2,887 10−3
4 −2,887 10−3 0,0 2,887 10−3
Cuadro 4.1: Me´nsula en flexio´n pura. Elementos en desplazamientos. Defor-
maciones obtenidas con la malla de 1× 1.
Punto de Gauss εxx εyy εxy ε˜xx ε˜yy ε˜xy
1 2,887 10−3 0,0 0,0 0,0 0,0 −2,887 10−3
2 2,887 10−3 0,0 0,0 0,0 0,0 2,887 10−3
3 −2,887 10−3 0,0 0,0 0,0 0,0 2,887 10−3
4 −2,887 10−3 0,0 0,0 0,0 0,0 −2,887 10−3
Cuadro 4.2: Me´nsula en flexio´n pura. Elementos mejorados. Deformaciones
obtenidas con la malla de 1× 1.
Con los valores expresados en estas dos cuadros, los valores de la energ´ıa
interna calculados con los elementos en desplazamientos y los elementos me-
jorados, son respectivamente:
Wdis = 2,55 (4.88)
Wenh = 0,05 (4.89)
Sustituyendo en (4.85) los valores de ε˜ij de el cuadro 4.2, la norma energe´tica
de la parte mejorada del tensor de deformaciones resulta:
W (ε˜) = 2,50 (4.90)
con lo que el error estimado es:
E =
√
W (ε˜) = 1,58 (4.91)
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Observacio´n 4.3.11 Los resultados obtenidos con los elementos mejorados
son exactos en las tensiones, en las deformaciones y en la energ´ıa.
Observacio´n 4.3.12 Los resultados obtenidos con los elementos formulados
en desplazamientos son exactos en tensiones y deformaciones tanto longi-
tudinales como transversales, pero aparecen valores para´sitos de la tensio´n
tangencial.
Observacio´n 4.3.13 En las deformaciones mejoradas ε˜ la u´nica componen-
te no nula es la correspondiente a las deformaciones tangenciales. El valor
obtenido es tal que la deformacio´n total (parte compatible y mejorada) es
exacta (se anulan las componentes tangenciales para´sitas).
Observacio´n 4.3.14 En este ejemplo, el error estimado expresa de manera
exacta la diferencia entre las energ´ıas de deformacio´n calculadas con los ele-
mentos mejorados y compatibles. Este hecho se debe a que la contribucio´n de
los modos mejorados afecta u´nicamente a las deformaciones de corte, estando
desacoplada la correspondiente energ´ıa de deformacio´n.
Los resultados obtenidos con las dema´s mallas se recogen en las figuras 4.4 y
4.5. En la figura 4.4 se muestran en escala doblemente logar´ıtmica, frente al
nu´mero de grados de libertad, los valores de la energ´ıa de deformacio´n teo´rica
‖uteor‖E, de la energ´ıa de deformacio´n calculada con los elementos mejorados
‖uenh‖E y de la calculada con los elementos en desplazamientos ‖uh‖E. En la
figura 4.5, se muestra el valor del error estimado y la recta que corresponder´ıa
a una tasa de convergencia igual a 1/2. La curva del error estimado en la
figura 4.5, obtenida mediante las expresiones (4.82; 4.86), coincide con la ra´ız
cuadrada de la diferencia entre las curvas ‖uh‖E y ‖uenh‖E de la figura 4.4.
De acuerdo con estos resultados, se pueden extraer la siguiente conclusio´n:
Conclusio´n 4.1 Dado que en este problema los elementos mejorados pro-
porcionan la solucio´n exacta, el estimador de error (4.84) da un valor exacto
del error cometido. Como consecuencia de ello, el error global estimado me-
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Figura 4.5: Me´nsula en flexio´n pura. Error global
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Figura 4.6: Panel en L. Elasticidad In-
finitesimal. Geometr´ıa y Condiciones
de Contorno.
Este ejemplo es cla´sico en
la estimacio´n de error (Szabo´ y
Babusˇka, 1991; Beltra´n, 1990; Zien-
kiewicz y Taylor, 1989). Se trata de
una panel con forma de L en de-
formacio´n plana, con los desplaza-
mientos impuestos en uno de los
bordes. La geometr´ıa y las con-
diciones de contorno se muestran
en la figura 4.6. Las caracter´ısticas
meca´nicas son E = 206,9 y ν =
0,29. El desplazamiento impuesto es
u = 0,4.
El problema se ha resuelto con
mallas de 12, 48, 192, 768, 3072,
4800 y 6075 elementos, con refi-
namiento uniforme. Se adopta co-
mo solucio´n de referencia ‖uref‖
la obtenida para la malla de 6075
elementos (12329 g.d.l.) empleando
elementos mejorados.
En la figura 4.7 se muestran los
valores de la energ´ıa de deformacio´n frente al nu´mero de grados de libertad:
los valores calculados con elementos esta´ndar ‖uh‖E, con elementos mejora-
dos ‖uenh‖E y el valor de referencia ‖uref‖E.
En la figura 4.8 se muestran el error estimado E mediante la expresio´n
(4.86), el error teo´rico calculado con las energ´ıas ‖uref‖E y ‖uh‖E:
Eteor =
√
‖uref‖2E − ‖uh‖2E (4.92)




E√‖uh‖2E + E2 (4.93)
donde Eexacto es el error exacto y E es el error estimado.
Observacio´n 4.3.15 El error teo´rico (4.92) expresa la diferencia entre la
energ´ıa de referencia (que puede ser considerada exacta si la malla es su-
ficientemente fina) y la energ´ıa calculada. Este valor, que tiene la ventaja
de tener una interpretacio´n f´ısica clara, no es el u´nico que se puede adoptar
como valor de referencia: tambie´n se podr´ıa haber definido el error teo´rico
como:
Eteor = ‖uref − uh‖E
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Este valor, que no tiene porque coincidir con el expresado en (4.92), tiene
el inconveniente de que es inco´modo de evaluar, sobre todo en problemas no
lineales.
Se define el ı´ndice de efectividad θ (Zienkiewicz y Taylor, 1989) como el





Observacio´n 4.3.16 Un estimador de error se dice asinto´ticamente exacto,
si el ı´ndice de efectividad tiende a 1 cuando el taman˜o de los elementos h
tiende a cero. Dado que en la pra´ctica el taman˜o de los elementos no tiende
a cero y tampoco se conoce la energ´ıa exacta, la calidad de la solucio´n se
suele medir con el error relativo η definido en (4.93). Un criterio ingenieril
generalmente aceptado es adoptar la solucio´n como va´lida si el error relativo
η es menor del 5% (Ainsworth et al., 1989).
En el cuadro 4.3 se muestran los valores del ı´ndice de efectividad θ (su-
poniendo Eexacto = Eteor) y los valores del error relativo definido en (4.93),
frente al nu´mero de grados de libertad del modelo.
En la figura 4.9 se muestran los contornos de isoerror obtenidos aplicando
el estimador definido en (4.84). Como es bien sabido, la ma´xima concentra-
cio´n de los errores se obtiene en la esquina, que es un punto singular. Este
resultado esta´ de acuerdo con el obtenido por otros autores (Szabo´ y Babusˇka,
1991; Radovitzky y Ortiz, 1998; Zienkiewicz y Taylor, 1989).
De acuerdo con los resultados obtenidos, se extraen las siguientes conclu-
siones:
Conclusio´n 4.2 Los valores del ı´ndice de efectividad θ y del error relativo
η muestran que el comportamiento del estimador de error es asinto´ticamente
exacto.
Conclusio´n 4.3 A la vista de las figura (4.8), se tiene una tasa de con-
vergencia aproximadamente igual a 1/2 que el estimador de error predice
correctamente.
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Figura 4.9: Panel en L. Elasticidad Infinitesimal. Contornos de error local.
Mallas de 12, 48, 192, 768, 3072 y 4800 elementos
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Figura 4.10: Probeta con doble enta-
lla. Elasticidad Infinitesimal
En este ejemplo se representa el en-
sayo de traccio´n, en deformacio´n pla-
na, de una probeta con doble entalla
en el modo I de fisuracio´n. Este ejem-
plo se ha empleado para la estima-
cio´n de error en (Radovitzky y Ortiz,
1998). Las dimensiones y condiciones
de contorno se representan en la figu-
ra 4.10. Con la simetr´ıa existente, se
ha modelizado la cuarta parte de la
probeta. El desplazamiento impuesto
es u = 0,2. Las caracter´ısticas meca´ni-
cas son las mismas que en el ejemplo
anterior. El problema se ha resuelto
con mallas de 16, 64, 256, 1024, 4096 y
6400 elementos, con refinamiento uni-
forme. Para tener un valor de referen-
cia de la energ´ıa interna, se ha adopta-
do como valor exacto el correspondien-
te a la malla de 6400 elementos (12919
g.d.l.) resuelta con elementos mejora-
dos
Las figuras 4.11 y 4.12 muestran los resultados obtenidos para la energ´ıa y
el error de discretizacio´n, respectivamente. La figura 4.11 muestra los valores
de la energ´ıa de deformacio´n, frente al nu´mero de grados de libertad, que se
obtienen con los elementos formulados en desplazamientos, con la formula-
cio´n de deformaciones supuestas y el valor considerado de referencia: ‖uh‖E,
‖uenh‖E y ‖uref‖E, respectivamente.
La figura 4.12 muestra el valor del error estimado v´ıa (4.85), el error
teo´rico evaluado mediante (4.92) y el error relativo (4.93). Los valores del
ı´ndice de efectividad θ, definido en (4.94), y del error relativo η (4.93), se
recogen en el cuadro 4.4, siendo N el nu´mero de grados de libertad.
En la figura 4.13 se muestran los contornos de error local, calculados segu´n
(4.84) para las mallas de 16, 64, 256 y 1024 elementos. En la figura 4.14 se
pueden ver los mismos contornos en un detalle del fondo de la entalla, para
las mallas de 4096 y 6400 elementos. Lo´gicamente, el error local estimado se
concentra en el fondo de la entalla.
Conclusio´n 4.4 Al igual que en el ejemplo del panel en L, en este ejemplo
el estimador de error es asinto´ticamente exacto, segu´n se desprende del valor
de θ en el cuadro (4.4). Adema´s (ver figura 4.12), la evolucio´n del error











Cuadro 4.4: Probeta con doble entalla. Elasticidad infinitesimal. I´ndice de
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Figura 4.12: Probeta con doble entalla. Elasticidad infinitesimal. Error global
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Figura 4.13: Probeta con doble entalla. Elasticidad Infinitesimal. Contornos
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Figura 4.14: Probeta con doble entalla. Contornos de error local. Detalle del
fondo de entalla. Mallas de 4096 y 6400 elementos
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Figura 4.15: Membrana de Cook. Elas-
ticidad Infinitesimal
En este problema, en el que el
estado de deformacio´n predominan-
te es de flexio´n, en los elementos
con formulacio´n en desplazamien-
tos aparece un bloqueo por cortan-
te, que hace necesario trabajar con
mallas finas para obtener una res-
puesta realista (Simo´ y Rifai, 1990).
El problema se define en la fi-
gura 4.15. Es una me´nsula de canto
variable, en deformacio´n plana, con
un esfuerzo cortante F impuesto en
el extremo libre. Las caracter´ısticas
meca´nicas son E = 70,0 y ν = 1/3.
La fuerza aplicada es F = 10.
El problema se ha resuelto con
mallas de 4, 16, 64, 256, 1024, 4096
y 6400 elementos, con refinamiento
uniforme. Se adopta como energ´ıa
de deformacio´n exacta la calcula-
da con la malla de 6400 elementos
(12960 g.d.l.), utilizando elementos mejorados.
En la figura 4.16 se muestran los valores de la energ´ıa de deformacio´n
frente al nu´mero de grados de libertad: los valores calculados con elementos
esta´ndar ‖uh‖E, con elementos mejorados ‖uenh‖E y el valor de referencia
adoptado como exacto ‖uref‖E.
En la figura 4.17 se muestran el error estimado E mediante la expresio´n
(4.85), el error teo´rico calculado con las energ´ıas ‖uref‖E y ‖uh‖E, segu´n la
expresio´n (4.92), y el error relativo (4.93).
El cuadro 4.5 recoge los valores del ı´ndice de efectividad (4.94) y del error
relativo (4.93), frente al nu´mero de grados de libertad.
En la figura 4.18 se muestran los contornos de isoerror obtenidos aplicando
el estimador definido en (4.84).
Conclusio´n 4.5 En este problema, que es muy adecuado para resolverlo con
elementos mejorados, el error estimado se ajusta de manera muy exacta al
error teo´rico. Prueba de ello son los valores del ı´ndice de efectividad de el
cuadro 4.5: incluso con la malla de 4 elementos toma valores muy pro´ximos
a 1.
Conclusio´n 4.6 La tasa de convergencia obtenida es pra´cticamente igual a
1/2.









Cuadro 4.5: Membrana de Cook. Elasticidad infinitesimal. I´ndice de efectivi-
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Figura 4.18: Membrana de Cook. Elasticidad Infinitesimal. Contornos de
error local. Mallas de 4, 16, 64, 256, 1024 y 4096 elementos
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4.4. Elasticidad con grandes deformaciones
4.4.1. Problema de contorno
Partiendo de las definiciones del apartado 2.4.1, se denomina ∂ϕΩ0 a
la frontera de Ω0 con movimientos impuestos definidos por ϕ y ∂TΩ0 a la
frontera de Ω0 con tensiones impuestas T , tal que ∂ϕΩ0 ∪ ∂TΩ0 = ∂Ω0 y
∂ϕΩ0 ∩ ∂TΩ0 = ∅. Denominaremos Ω0 = Ω0 ∪ ∂0Ω al cierre de Ω0 y NI a
las componentes del vector N normal a ∂Ω0. Sean B las fuerzas volume´tri-
cas, F el tensor gradiente de deformaciones, P el primer tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff (ver ape´ndice B) y W (X, F ) la funcio´n de densidad de
energ´ıa ela´stica (ver apartado 3.3).
El problema de contorno de la elasticidad con grandes deformaciones
queda planteado en los siguientes te´rminos:
Dados B : Ω0 → Rn, ϕ : ∂ϕΩ0 → Rn,T : ∂TΩ0 → Rn, encontrar
ϕ : Ω0 → Rn tal que cumpla las ecuaciones:
Ecuaciones de Equilibrio: DIVP +B = 0 en Ω0 (4.95)
con PN = T en ∂TΩ0 (4.96)




ϕ = ϕ en ∂ϕΩ0 (4.98)




donde ϕ y T , son variables prescritas.
4.4.2. Estructura variacional del problema de contorno
A continuacio´n se analiza la estructura variacional del problema de con-
torno definido en el apartado anterior, con objeto de acotar el error de dis-
cretizacio´n cuando el problema se soluciona mediante elementos finitos. El
teorema de Veinberg (ape´ndice C) aplicado al problema de contorno expre-
sado en el apartado 4.4.1, al igual que en el caso lineal, permite obtener las
condiciones necesarias para que dicho problema tenga estructura variacional
y, en su caso, obtener el funcional asociado a dicho problema.
Para ello, las ecuaciones (4.95; 4.96; 4.97; 4.98; 4.99) se expresan mediante
el operador diferencial A:




DIVP (X,∇Xϕ) +B en Ω0
P (X,∇Xϕ)N − T (u) en ∂TΩ0
(4.101)
Considerando variaciones δϕ : Ω0 → Rn admisibles (δϕ|∂ϕΩ0 = 0), la forma
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PN − T (ϕ))·δϕdΓ (4.102)




(P · δ∇Xϕ−B · δϕ) dΩ−
∫
∂TΩ0
T (ϕ) · δϕdΓ (4.103)












Las condiciones necesarias para que el problema de contorno tenga es-
tructura variacional se obtienen aplicando el teorema de reciprocidad:
δG(u)[δϕ, δφ] = δG(u)[δφ, δϕ] ∀δϕ, δφ : Ω→ Rn admisibles (4.105)
Sustituyendo en (4.105) las variaciones calculadas de acuerdo con (4.104),













Las condiciones (4.106) y (4.107) se pueden expresar respectivamente co-
mo:
rotF P = 0 (4.108)
rotϕ T = 0 (4.109)
donde rotF y rotϕ son los operadores diferenciales rotacional respecto de F
y respecto de ϕ, respectivamente. Las expresiones (4.108) y (4.109) suponen
que P y T derivan de sendos potenciales. Por tanto, la condicio´n necesa-
ria para que el problema de contorno descrito en el apartado 4.4.1 tenga
estructura variacional, se puede expresar de la siguiente manera:






El funcional asociado a dicho problema de contorno se obtiene aplicando






























4.40 Estimacio´n de error
El funcional Πp se denomina energ´ıa potencial del so´lido. La ecuacio´n va-
riacional asociada a dicho funcional se obtiene igualando a cero la primera
variacio´n de Πp:
δΠp(ϕ)[δϕ] = 0 ∀δϕ admisible (4.112)
resultando:






T (ϕ) · δϕdΓ
= 0 ∀δϕ ∈ V (4.113)







Las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen a partir de (4.113), y son pre-
cisamente (4.95; 4.96). La segunda variacio´n permite obtener la forma de
















se denomina tensor constitutivo de mo´dulos tangentes. A la forma de Dirich-
let expresada en (4.115), se le exige que cumpla la hipo´tesis de regularidad,
debiendo verificar:
1. AJLik <∞, ∀X ∈ Ω ⇔ A ∈ L∞(Ω,Rn × Rn × Rn × Rn) (4.117)
2. a(ϕ)[δϕ, δϕ] es estable. (4.118)
Como ya se establecio´ en el apartado 4.3.2 para el caso de la elasticidad
infinitesimal, la regularidad de la forma de Dirichlet implica que el funcional




Observacio´n 4.4.2 La relacio´n entre el tensor A asociado al primer ten-
sor de Piola-Kirchhoff y el tensor C asociado al segundo tensor de Piola-
Kirchhoff en componentes de una base ortonormal, es:
AiJkL = 2CIJKLFiIFkK + 1ikSJL (4.120)
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Si bien C es definido positivo, no es de esperar que A lo sea necesariamente.
Para que A sea definido positivo, el potencial W (X,F ) debe adema´s ser
convexo.
La convexidad de W (X,F ) implica la unicidad del problema y, por tanto,
excluye las posibilidades de pandeo y fisuracio´n (Hill, 1957). Asimismo es
incompatible con el requisito de que la energ´ıa del material tienda a infinito
a medida que su volumen tiende a cero (Marsden y Hughes, 1983).
Para superar estos inconvenientes, se plantea la desigualdad de elipticidad
fuerte:
AiJkLuiukUJUL ≥ ²|u|2|U |2 ∀u,U ∈ Rn, ² ∈ R+ (4.121)
Esta desigualdad es ma´s de´bil que la de convexidad, y ma´s restrictiva que
otras desigualdades constitutivas como la de Baker-Ericksen (Baker y Erick-
sen, 1954). Por otra parte, Antman ha demostrado que la propiedad de elip-
ticidad fuerte es compatible con las inestabilidades correspondientes a la es-
triccio´n que se desarrolla en el ensayo de traccio´n simple (Antman, 1973).
4.4.3. Metodolog´ıa de aproximacio´n
Si la metodolog´ıa empleada para resolver (4.119) es el me´todo de los





definida en un subespacio de dimensio´n finita Vh ⊂ V | dim(Vh) < ∞ y que
cumple que Vh → V cuando h→ 0. El problema discreto equivale encontrar













Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al problema discreto ex-
presado en (4.123) se obtienen anulando la primera variacio´n de Πp(ϕh).
Sustituyendo (4.122) en (4.125) y haciendo:
δΠp(ϕh)[δϕh] = 0 ∀δϕh admisible (4.126)







T (ϕh) · δϕhdΓ = 0 ∀δϕh ∈ Vh
(4.127)
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T (ϕh) · δϕhdΓ = 0 (4.128)
Restando (4.128) y (4.127), resulta:
a(ϕ)[ϕ, δϕh]− a(ϕ)[ϕh, δϕh] = 0 ∀δϕh ∈ Vh (4.129)
Observacio´n 4.4.3 En este caso no se puede obtener un resultado similar al
expresado en (4.66) para pequen˜as deformaciones, dado que a(ϕ)[ϕ, δϕ] es no
lineal en ϕ. Sin embargo, en la hipo´tesis de que se este´ en re´gimen asinto´tico
(h → 0), en el cual la solucio´n nume´rica ϕh es aproximadamente igual a la
solucio´n exacta ϕ, la ecuacio´n (4.129) se puede linealizar, obteniendo:
a(ϕ)[ϕ−ϕh, δϕh] = 0 ∀δϕh ∈ Vh, h→ 0 (4.130)
La ecuacio´n (4.130) establece la condicio´n de ortogonalidad entre ϕ−ϕh
y δϕh, ∀δϕh. Como se ha desarrollado en el apartado 4.3.3, esta condicio´n




‖ϕ− vh‖E, ∀δϕh (4.131)
que expresa que la solucio´n ϕh obtenida al resolver (4.127) por el me´todo de
elementos finitos, minimiza la norma ‖ϕ−ϕh‖E.
La figura 4.2 es tambie´n va´lida para interpretar el resultado expresado en
la ecuacio´n (4.131), sin ma´s que sustituir u y uh por ϕ y ϕh, respectivamente.
Observacio´n 4.4.4 La propiedad de aproximacio´n o´ptima del me´todo de
elementos finitos, en el caso general de la elasticidad no lineal, so´lo se verifica
en el re´gimen asinto´tico (ϕh → ϕ)
4.4.4. Estimacio´n del error
La metodolog´ıa seguida para la estimacio´n local de error en el problema
de la elasticidad no lineal con grandes deformaciones, es muy parecida a
la descrita anteriormente para deformaciones infinitesimales. Sin ma´s que
sustituir u por ϕ en los desarrollos del apartado 4.3.4, se llega a la expresio´n
de la cota de error:




Para la estimacio´n global del error sucede lo mismo. Sustituyendo u por
ϕ en los desarrollos correspondientes a los problemas de deformaciones infi-
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4.4.5. Estimacio´n del error “a posteriori”
Las expresiones (4.132) o´ (4.133) tienen el inconveniente pra´ctico de aco-
tar el error en funcio´n del campo ϕe que es la inco´gnita ba´sica del problema
y de la que so´lo se conoce una solucio´n aproximada ϕeh. Esta solucio´n, al
igual que en el caso lineal, no puede sustituirse directamente por ϕe dado
que Dαϕeh = 0 para |α| = k + 1.
Con objeto de estimar el error en la pra´ctica, en el siguiente apartado
se propone la sustitucio´n de ϕe por la solucio´n obtenida con los elementos
mejorados (Simo´ y Armero, 1993): ϕeenh
4.4.6. Estimador de error propuesto en este trabajo
En este trabajo se propone un estimador de error de la solucio´n ϕh obte-
nida con elementos formulados en desplazamientos, que se basa en la solucio´n
ϕenh obtenida con elementos de deformaciones supuestas (Simo´ y Armero,
1993). Empleando la propiedad de la desigualdad triangular:
‖ϕ−ϕh‖E ≤ ‖ϕ−ϕenh‖E + ‖ϕenh −ϕh‖E (4.134)
Estableciendo la misma hipo´tesis que en el problema lineal:
Hipo´tesis 4.4.1 Si se supone que los o´rdenes de convergencia son:
‖ϕ−ϕenh‖E = o(hm) (4.135)
‖ϕenh −ϕh‖E = o(hp) (4.136)
y que en el re´gimen asinto´tico se cumple:
m > p (4.137)
Entonces, en el l´ımite del re´gimen asinto´tico (h → 0), en la parte derecha
de la expresio´n (4.134) el primer sumando es mucho menor que el segundo,
pudie´ndose establecer que:
‖ϕ−ϕh‖E ≤ C‖ϕenh −ϕh‖E C ∈ R+ (4.138)
Observacio´n 4.4.5 Las condiciones (4.135), (4.136) y (4.137) garantizan
que las soluciones ϕenh y ϕh convergen a la solucio´n exacta, de manera que:
1. ‖ϕenh −ϕh‖E decrece segu´n se refina la malla
2. La solucio´n obtenida con los elementos mejorados se aproxima a la solu-
cio´n exacta “mejor” que la solucio´n con elementos en desplazamientos
a la solucio´n con elementos mejorados, al menos en re´gimen asinto´tico.
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Observacio´n 4.4.6 En sentido estricto, el estimador de error propuesto en
(4.138) u´nicamente es valido en re´gimen asinto´tico dado que esta es una
hipo´tesis de partida para obtener la ecuacio´n (4.130).
Observacio´n 4.4.7 El estimador de error (4.138) aplicado a los estados de
deformacio´n que corresponden a la prueba de la parcela (estados de defor-
macio´n constante), es nulo y por lo tanto exacto. Dicho estimador aplicado
a los estados de flexio´n pura (para los que los elementos mejorados dan la
solucio´n exacta) tambie´n da valores exactos.
El estimador local de error que se propone es:
Ee = ‖ϕeenh −ϕeh‖E (4.139)
siendo:
‖ϕ‖2E = a(ϕ)[ϕ,ϕ] =
∫
Ω0
∇Xϕ · A∇XϕdΩ (4.140)
Observacio´n 4.4.8 La norma energe´tica (4.140) no coincide con la energ´ıa
de deformacio´n ya que el integrando no esta´ expresado en forma de tasa.
Teniendo en cuenta que para los elementos mejorados se postula la descompo-
sicio´n aditiva del gradiente de deformaciones, en una parte compatible F (u)
y una parte mejorada F˜ (ver apartado 2.4):
F = F (u) + F˜ (4.141)
Sustituyendo (4.141) en (4.139), se obtiene la expresio´n del estimador de




F˜ · AF˜ dΩ (4.142)
Observacio´n 4.4.9 Existen otras formas de cuantificar la contribucio´n de
los modos mejorados a la solucio´n del problema, distintas de la expresada en
(4.142). Por ejemplo:
1. Mediante la diferencia de los valores obtenidos a trave´s de la funcio´n
de densidad de energ´ıa:
Wenh = W (X,F )−W (X,F (u)) (4.143)
2. Mediante el ca´lculo de la energ´ıa asociada a un gradiente de defor-
maciones ficticio, que transforma la configuracio´n de referencia en una
configuracio´n “intermedia compatible” que se definir´ıa de manera ana´lo-
ga a la configuracio´n intermedia del problema elastopla´stico:
F = F (u)F enh (4.144)
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Identificando (4.144) con (4.141), la expresio´n de este gradiente de
deformaciones ficticio ser´ıa:
F enh = 1+ F
−1(u)F˜ (4.145)
Con la expresio´n de F enh obtenida en (4.145), se podr´ıa evaluar la
energ´ıa de deformacio´n correspondiente.
La expresio´n (4.143), aunque posee una interpretacio´n clara, tiene el incon-
veniente de no ser variacionalmente consistente, al no poder expresarse en
te´rminos de una forma de Dirichlet.
La expresio´n (4.145) tiene el inconveniente de introducir una configura-
cio´n que carece de sentido f´ısico y que no esta´ definida de forma global, sino
punto por punto.
Por estos motivos parece razonable adoptar como cota de error la expre-
sio´n (4.142), aunque este es un punto que queda abierto.
Definiendo el error global mediante la expresio´n (4.142) extendida a todo el





Observacio´n 4.4.10 La cota del error de discretizacio´n que se propone en
(4.146) es una cota local que se evalu´a elemento por elemento, sin calcular
suavizados globales. Este hecho constituye una ventaja desde el punto de vista
de la eficiencia computacional.
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4.4.7. Ejemplos
Panel en forma de L
Este ejemplo corresponde a la generalizacio´n para grandes deformaciones
del propuesto en el apartado 4.3.8 para el caso de la elasticidad infinitesimal.
Los desplazamientos impuestos valen u = 0,4, lo que da lugar a una defor-
macio´n media del 20%, en la direccio´n en que se impone el desplazamiento.
La definicio´n del problema vuelve a ser la que se muestra en la figura 4.6. En
este caso se utiliza como modelo constitutivo el de un material hiperela´stico








J = det(F )
C = F TF (tensor derecho de Cauchy)
λ, µ = Coeficientes de Lame´
Los valores adoptados para los coeficientes de Lame´ han sido:
λ = 164,21 ,
µ = 80,194 ,
que se corresponden con los ya utilizados en el ejemplo de elasticidad infini-
tesimal. Las mallas utilizadas son otra vez las de 12, 48, 192, 768, 3072, 4800
y 6075 elementos, siendo los resultados de esta u´ltima los que han servido
para calcular la energ´ıa de referencia:
‖ϕref‖E = 9,7876 (4.148)
En la figura 4.19 se muestra la evolucio´n de la energ´ıa de deformacio´n
calculada con los elementos formulados en desplazamientos ‖ϕh‖E, la calcu-
lada con los elementos mejorados ‖ϕenh‖E y la comparacio´n con la energ´ıa
de referencia ‖ϕref‖E.
Tomando la energ´ıa de referencia como exacta, el error teo´rico ser´ıa:
Eteor =
√
‖ϕref‖E − ‖ϕh‖E (4.149)





E√‖ϕh‖2E + E2 (4.150)
siendo Eexacto el error exacto y E el error estimado.
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Observacio´n 4.4.11 Al igual que en el caso de la elasticidad infinitesimal,
la expresio´n del error teo´rico (4.149) no es la u´nica que se puede adoptar
como valor de referencia. Tambie´n se podr´ıa haber definido el error teo´rico
como:
Eteor = ‖uref − uh‖E
No obstante, la expresio´n (4.149) es muy sencilla de evaluar desde el punto
de vista computacional.
En la figura 4.20 se muestra la evolucio´n del error estimado segu´n (4.146)
con el nu´mero de grados de libertad, la evolucio´n del error teo´rico (4.149), del
error relativo (4.150), y la recta que corresponde a una tasa de convergencia
igual a 1/2
En el cuadro 4.6 se recogen los valores del ı´ndice de efectividad definido
en (4.94)y del error relativo (4.150). Con objeto de conocer la influencia del
orden de la cuadratura de Gauss, se ha evaluado para los resultados obtenidos
con 4 y 5 puntos de Gauss. Las diferencias entre un orden de cuadratura y
otro apenas son apreciables.
En la figura 4.21 se recogen los contornos de isoerror local estimado, para
las mallas deformadas (sin factor de magnificacio´n) de 12, 48, 192, 768, 3072
y 4800 elementos
Estos resultados permiten extraer las siguientes conclusiones:
Conclusio´n 4.7 El estimador de error (4.146) es convergente: su valor de-
crece segu´n se aumenta el nu´mero de grados de libertad de la malla. Asi-
mismo, dicho estimador predice una tasa de convergencia aproximadamente
igual a 1/2, que es un valor razonable.
Conclusio´n 4.8 La distribucio´n de errores locales que se muestra en la figu-
ra 4.21 indica que el error se concentra en la esquina del panel. Este resultado
es razonable, dado que la esquina es un punto singular de concentracio´n de
tensiones.
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Figura 4.19: Panel en L. Elasticidad finita. Energ´ıa de deformacio´n
GDL θ (4 P.G) θ (5 P.G) η (4 P.G) η (5 P.G)
12 0,68597 0,68542 0,110158 0,110067
40 0,64010 0,63955 0,067613 0,067555
144 0,72984 0,72874 0,051609 0,051532
544 0,71604 0,71528 0,027425 0,027396
2112 0,85576 0,85457 0,016789 0,016766
8320 1,02678 1,02520 0,014263 0,014242
12960 1,23900 1,23723 0,013072 0,013053
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Figura 4.20: Panel en L. Elasticidad finita. Error Global
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Figura 4.21: Panel en L. Elasticidad finita. Contornos de error local. Mallas
de 12, 48, 192, 768, 3072 y 4800 elementos
4.50 Estimacio´n de error
Ensayo de traccio´n en una probeta con doble entalla
En este ejemplo se vuelve a analizar la probeta con doble entalla estudiada
en el apartado 4.3.8, pero en este caso se hace en el contexto de la elasticidad
con deformaciones finitas. El desplazamiento impuesto es u = 0,2, lo que
supone un 20% del taman˜o de la probeta. La definicio´n del problema se
resume en la figura 4.10. Las mallas utilizadas tambie´n son las mismas que las
del caso de elasticidad infinitesimal: 16, 64, 256, 1024, 4096 y 6400 elementos,
considerando por razones de simetr´ıa 1/4 de la probeta.
El modelo constitutivo utilizado es el mismo que en el ejemplo anterior:
un material neo-hookeano con la funcio´n de densidad de energ´ıa interna ex-
presada en (4.147), siendo el valor de los coeficientes de Lame´ los definidos
en dicho ejemplo.
A efectos de la estimacio´n de error se adopta como energ´ıa interna de
referencia la calculada con la malla de 6400 elementos (12919 G.D.L.), que
vale:
‖ϕref‖E = 5,52263 (4.151)
Siguiendo la metodolog´ıa empleada en los ejemplos anteriores, las figuras
(4.22) y (4.23) muestran, respectivamente, la evolucio´n de la energ´ıa de de-
formacio´n y del estimador de error frente al nu´mero de grados de libertad
del problema. Para esta u´ltima, el error teo´rico se calcula segu´n la expresio´n
(4.149).
En el cuadro 4.7 se muestran los valores del ı´ndice de efectividad θ (4.94)
y del error relativo η, que se obtienen empleando 4 y 5 puntos de Gauss.
Los resultados obtenidos con una y otra cuadratura son pra´cticamente los
mismos.
Por u´ltimo, la figura (4.24) muestra los isocontornos correspondientes al
error local estimado, en las mallas de 16, 64, 256, 1024, 4096 y 6400 elementos.
A efectos de postproceso se dibuja la mitad de la probeta, en lugar de la
cuarta parte que se ha modelizado. En las dos mallas ma´s finas, por motivos
de claridad, u´nicamente se muestra un detalle del fondo de la entalla. Todas
las deformadas esta´n sin magnificar.
Conclusio´n 4.9 De acuerdo con la figura (4.23), en este ejemplo el esti-
mador de error tambie´n es convergente: su valor decrece segu´n aumenta el
nu´mero de grados de libertad de la malla. Asimismo, el error estimado se
ajusta correctamente al error teo´rico evaluado mediante (4.149).
Conclusio´n 4.10 Los contornos de isoerror local de la figura (4.24) mues-
tran que el error de discretizacio´n se concentra en la zona del fondo de la
entalla. Este resultado es coherente dado que el fondo de la entalla es un
punto singular debido a que las tensiones en el mismo tiende a infinito.
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Figura 4.22: Probeta con doble entalla. Elasticidad finita. Energ´ıa de defor-
macio´n
GDL θ (4 P.G) θ (5 P.G) η (4 P.G) η (5 P.G)
10 0,78215 0,78020 0,26089 0,26028
37 0,63247 0,63201 0,15800 0,15788
139 0,59797 0,59739 0,10308 0,10298
535 0,59751 0,59653 0,06858 0,06846
2095 0,60332 0,60220 0,04349 0,04339
8287 0,72150 0,72132 0,02647 0,02641
12919 0,92054 0,92266 0,02249 0,02244
Cuadro 4.7: Probeta con doble entalla. Elasticidad finita. I´ndice de efectividad
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Tasa de convergencia 1/2
Figura 4.23: Probeta con doble entalla. Elasticidad finita. Error Global
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Figura 4.24: Probeta con doble entalla. Elasticidad finita. Contornos de error
local. Mallas de 16, 64, 256, 1024, 4096 y 6400 elementos
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La membrana de Cook
En este ejemplo se analiza la membrana de Cook en el contexto de la
elasticidad con deformaciones finitas. Este mismo ejemplo fue estudiado en
el apartado 4.3.8, para el caso de la elasticidad lineal. La definicio´n de la
geometr´ıa, condiciones de contorno y cargas aplicadas se encuentra en la
figura 4.10. Las mallas consideradas son las mismas que en el problema de
elasticidad infinitesimal: 4, 16, 64, 256, 1024, 4096 y 6400 elementos.
El modelo constitutivo utilizado es el del material neo-hookeano de los
ejemplos anteriores. Los valores de los coeficientes de Lame´ son:
λ = 52,5 ,
µ = 26,250 ,
para que los valores del mo´dulo de Young y el coeficiente de Poisson sean los
mismos que los adoptados en el caso de la elasticidad infinitesimal.
Para la estimacio´n de error se toma como energ´ıa interna de referencia la
calculada con la malla de 6400 elementos (12960 G.D.L.), que es:
‖ϕref‖E = 14,5095 (4.152)
Al igual que en los ejemplos anteriores, las figuras (4.25) y (4.26) muestran,
respectivamente, la evolucio´n de la energ´ıa de deformacio´n y del estimador
de error frente al nu´mero de grados de libertad del problema. El error teo´rico
se calcula segu´n la expresio´n (4.149), y el error relativo mediante (4.150).
En el cuadro 4.8 se muestran los valores del ı´ndice de efectividad θ (4.94)
y de error relativo η (4.150), que se obtienen empleando 4 y 5 puntos de
Gauss. En este caso los resultados obtenidos tampoco esta´n influenciados
por el orden de la cuadratura de Gauss que se utilice.
Por u´ltimo, la figura (4.27) muestra los isocontornos correspondientes al
error local estimado, en las mallas de 4, 16, 64, 256, 1024 y 4096 elementos.
Conclusio´n 4.11 En este ejemplo en el que el estado de deformacio´n pre-
dominante es el de flexio´n, los valores del ı´ndice de efectividad θ, al igual
que suced´ıa en el caso de la elasticidad infinitesimal, vuelven a tomar valores
pro´ximos a 1 incluso en las mallas gruesas.
Conclusio´n 4.12 El estimador de error es convergente, obtenie´ndose un
valor de la tasa de convergencia pra´cticamente igual a 1/2.
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Figura 4.25: Membrana de Cook. Elasticidad finita. Energ´ıa de deformacio´n
GDL θ (4 P.G) θ (5 P.G) η (4 P.G) η (5 P.G)
12 1,6537 1,6429 0,92142 0,92203
40 1,6914 1,6946 0,69810 0,69877
144 1,4350 1,4359 0,41628 0,41646
544 1,2873 1,2875 0,22959 0,22961
2112 1,0713 1,0714 0,12549 0,12547
8320 1,4845 1,4864 0,06984 0,06982
12960 1,5572 1,5605 0,05819 0,05817
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Figura 4.26: Membrana de Cook. Elasticidad finita. Error Global
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Figura 4.27: Membrana de Cook. Elasticidad finita. Contornos de error local.
Mallas de 4, 16, 64, 256, 1024, 4096 y 6400 elementos








Figura 4.28: Junta de goma. Geometr´ıa y despla-
zamientos impuestos
Este ejemplo anali-
za el problema de una
junta de goma, propues-
to para la estimacio´n de
error en problemas de
elasticidad con deforma-
ciones finitas en (Brink
y Stein, 1998), y que re-
suelven con un material
hiperela´stico de Ogden.
La geometr´ıa de la jun-
ta se muestra en la figu-
ra 4.28, donde u indica
los desplazamientos im-
puestos. El valor de di-
cho desplazamientos es
u = 1,6 que equivale al
80% del espesor de la
goma. A efectos de la
discretizacio´n so´lo se ha modelizado la mitad de la junta debido a la simetr´ıa
existente. En este caso, el modelo constitutivo utilizado es el de un material
neo-hookeano cuya funcio´n de densidad de energ´ıa interna se ha expresado
en (4.147). Los valores adoptados para los coeficientes de Lame´ son:
λ = 3,3289 106 ,
µ = 6671,1 ,
que recogen adecuadamente la incompresibilidad de la goma (proporcionan
un valor del coeficiente de Poisson ν = 0,499).
Time = 1.00E+00
Figura 4.29: Geometr´ıa deformada
Se han empleado seis mallas de 20,
80, 320, 1280, 2880 y 5120 elementos.
En la figura 4.29 se muestra la geo-
metr´ıa deformada de la malla de 1280
elementos, superpuesta al contorno de
la malla sin deformar. U´nicamente con
objeto de tener un valor de referen-
cia de la energ´ıa interna, se ha em-
pleado una malla de 6845 elementos
(13836 GDL). El valor obtenido es:
‖ϕref‖E = 6660,37
Las figuras (4.30) y (4.31) mues-
tran, respectivamente, la evolucio´n de
la energ´ıa de deformacio´n y del estima-
dor de error frente al nu´mero de grados
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de libertad del problema. El error teo´rico y el error relativo se calculan segu´n
la expresiones (4.149) y (4.150), respectivamente.
En el cuadro 4.9 se muestran los valores del ı´ndice de efectividad θ (4.94)
y del error relativo η, que se obtienen empleando 4 y 5 puntos de Gauss,
en funcio´n del nu´mero de grados de libertad del problema. En este caso los
resultados obtenidos con una y otra cuadratura tambie´n son similares.
Por u´ltimo, la figura (4.32) muestra los isocontornos de error local, en
las mallas de 20, 80, 320 y 1280 elementos. A efectos de representacio´n, se
ha reflejado la malla empleada en los ca´lculos mostra´ndose la junta de goma
completa.
Conclusio´n 4.13 Este ejemplo presenta diversas dificultades para ser re-
suelto con elementos formulados en desplazamientos: en ciertas zonas de la
malla existe una flexio´n muy marcada, y el material es incompresible. Por
esta razo´n es necesario tener mallas muy finas para que la energ´ıa de defor-
macio´n ‖ϕh‖E tome un valor pro´ximo al de referencia ‖ϕref‖E. Dado que con
los elementos con deformaciones supuestas se obtienen resultados aceptables
con mallas gruesas (ver figura 4.30), la energ´ıa asociada a los modos incom-
patibles es elevada, y por tanto los valores del estimador de error tambie´n
son altos (ver figura 4.31)
Conclusio´n 4.14 De acuerdo con la figura (4.31), el error teo´rico y el error
estimado muestran tendencias muy similares. Asimismo, el estimador de
error decrece con el nu´mero de grados de libertad del modelo. En este ejemplo,
la tasa de convergencia obtenida es ligeramente inferior a un medio.
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Figura 4.30: Junta de Goma. Energ´ıa de deformacio´n
GDL θ (4 P.G) θ (5 P.G) η (4 P.G) η (5 P.G)
46 4,1891 4,0869 0,94760 0,94516
174 3,6104 3,5757 0,90284 0,90122
670 2,8683 2,8551 0,79859 0,79725
2622 2,5747 2,5313 0,65359 0,64721
5854 2,7501 2,6098 0,58695 0,56680
10366 3,1057 2,8177 0,56028 0,52304
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Figura 4.31: Junta de Goma. Error global
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Figura 4.32: Junta de goma. Contornos de error local. Mallas de 20, 80, 320
y 1280 elementos
4.60 Estimacio´n de error
4.5. Plasticidad en pequen˜as deformaciones
4.5.1. Integracio´n variacional de las ecuaciones de la
plasticidad
La integracio´n variacional de las ecuaciones de la plasticidad (Ortiz y
Stainier, 1998) se basa en la existencia una funcio´n incremental de densidad





En el caso general de un problema dina´mico con viscoplasticidad, la depen-
dencia funcional de W es:
W = W (εt+∆t, ξt+∆t, εt, ξt,∆t) (4.154)
donde ε es el tensor de deformaciones infinitesimales, ξ son las variables
internas y εt, ξt se interpretan como las condiciones iniciales del problema en
el instante t.
A continuacio´n se particularizan, para el caso de la plasticidad infinitesi-
mal de Von Mises con endurecimiento isotro´pico, los resultados presentados
por Ortiz (Ortiz y Stainier, 1998) en el contexto de la viscoplasticidad con
grandes deformaciones.
El potencial incremental en este caso depende de las deformaciones, de
las deformaciones pla´sticas y de la variable interna ξ, que es la deformacio´n
pla´stica efectiva. La expresio´n del potencial es:
W (εt+∆t, ε
p








t+∆t, ξt+∆t)−Ψt(εt, εpt , ξt)
)
(4.155)
siendo Ψ(ε, εp, ξ) la funcio´n de energ´ıa libre.
Observacio´n 4.5.1 La dependencia funcional del potencial incremental W
expresada en (4.155) se restringe a materiales homoge´neos. Para materiales
no homoge´neos W depender´ıa adema´s del punto x del so´lido.
Observacio´n 4.5.2 En la expresio´n (4.155), el valor de ∆t esta´ considerado
de forma impl´ıcita. ∆t figura expl´ıcitamente en problemas dina´micos y en
problemas con te´rminos de viscosidad.
En los so´lidos con plasticidad de Von Mises (como pueden ser los ma-
teriales meta´licos), la respuesta ela´stica es independiente de los feno´menos
asociados a las distorsiones irreversibles de la red cristalina, y la densidad de
energ´ıa libre Ψ se puede descomponer aditivamente en una parte ela´stica y
en una parte irreversible:
Ψ(ε, εp, ξ) = Ψe(εe) + Ψp(ξ) (4.156)
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Observacio´n 4.5.3 En la expresio´n (4.156), la parte ela´stica de la energ´ıa
libre Ψe depende u´nicamente de las deformaciones ela´sticas. Admitiendo la
descomposicio´n aditiva del tensor de deformaciones ε en una parte ela´stica
εe y otra parte pla´stica εp:
ε = εe + εp
en lo sucesivo la funcio´n Ψ se expresara´ como:
Ψ(ε, εp, ξ) = Ψe(ε− εp) + Ψp(ξ) (4.157)
Sustituyendo (4.157) en (4.155) resulta que el potencial incremental W se




Ψet+∆t(εt+∆t − εpt+∆t) + Ψpt+∆t(ξt+∆t)−Ψet (εt − εpt ) + Ψpt (ξt)
)
(4.158)












Para demostrar que la funcio´n W expresada en (4.158) es un potencial, se



















Dado que σt+∆t es la fuerza termodina´micamente conjugada de εt+∆t res-
pecto de la funcio´n de densidad de energ´ıa libre, (4.162) se puede escribir:
δW = σt+∆t · δεt+∆t (4.163)





Por tanto queda demostrado que la funcio´n definida en (4.158) es el potencial
incremental del campo de tensiones σt+∆t.
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4.5.2. Interpretacio´n nume´rica del potencial incremen-
tal
La interpretacio´n nume´rica de la condicio´n de optimizacio´n de (4.158)
se puede hacer de forma exacta para el caso particular de la plasticidad de
Von-Mises. En este trabajo dicha interpretacio´n se hace en el contexto de la
implementacio´n computacional de las ecuaciones de la plasticidad descrita
en el ape´ndice A.
El problema se formula en el contexto de las deformaciones infinitesimales.
La energ´ıa libre ela´stica Ψe se considera la correspondiente a un material




(ε− εp) · Ce(ε− εp) (4.165)






) · Ce (εt+∆t − εpt+∆t)+Ψp(ξt+∆t)
−Ψe(εt − εpt )−Ψp(ξt) (4.166)
Llamando st+∆t al desviador del tensor de tensiones σt+∆t y sustituyendo la







(ξt+∆t − ξt) st+∆t‖st+∆t‖ (4.167)




















Finalmente, sustituyendo en (4.169) la expresio´n del segundo invariante del





La ecuacio´n (4.170) expresa la condicio´n de o´ptimo del potencial incremental
definido en (4.158). Dicha ecuacio´n representa ,en el caso de la plasticidad
de Von-Mises, el dominio ela´stico en el instante t+∆t
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Observacio´n 4.5.4 El potencial definido en (4.158) engloba el conjunto
de ecuaciones de la plasticidad (ver ape´ndice A). Las relaciones tensio´n-
deformacio´n figuran expl´ıcitamente en la expresio´n de W . Las dema´s ecua-
ciones quedan impl´ıcitas en la condicio´n de optimizacio´n.
Observacio´n 4.5.5 La energ´ıa libre irreversible correspondiente a un ma-
terial con endurecimiento isotro´pico lineal de mo´dulo H es:




siendo Y la tensio´n de fluencia inicial.
Sustituyendo (4.171) en (4.170) resulta:√
3 J2,t+∆t = Y +Hξt+∆t (4.172)
Observacio´n 4.5.6 En el caso de un material cuyo endurecimiento viene
dado por una ley de saturacio´n, la energ´ıa libre irreversible es:










siendo Y0 la tensio´n de fluencia inicial, Y∞ la tensio´n de fluencia a tiem-
po infinito, β el exponente de saturacio´n y H el mo´dulo de endurecimiento
constante. Sustituyendo esta expresio´n en (4.170) se obtiene:√
3 J2,t+∆t = Y0 + (Y∞ − Y0)(1− e−βξt+∆t) +Hξt+∆t (4.174)
4.5.3. Problema de contorno
Considerando las definiciones formales anteriormente dadas, en el caso
de la plasticidad infinitesimal el problema de contorno se plantea de manera
incremental en los siguientes te´rminos:
Dadas bt+∆t : Ω → Rn, ut+∆t : ∂uΩ → Rn, tt+∆t : ∂tΩ → Rn, y las
condiciones iniciales: ut : Ω → Rn, ξt : Ω → R; encontrar ut+∆t : Ω → Rn y
ξt+∆t : Ω→ R, tal que cumplan las ecuaciones:
Ecuaciones de Equilibrio: divσt+∆t + bt+∆t = 0 en Ω (4.175)
con σt+∆tn = tt+∆t en ∂tΩ (4.176)
Ecuaciones de Compatibilidad: εt+∆t =∇sut+∆t en Ω (4.177)
ut+∆t = ut+∆t en ∂uΩ (4.178)
y las ecuaciones constitutivas de la plasticidad, detalladas en el ape´ndice A.
Los desplazamientos y tensiones prescritos son ut+∆t y tt+∆t, y∇s es la parte
sime´trica del operador gradiente.
4.64 Estimacio´n de error
4.5.4. Estructura variacional del problema de contorno
Siguiendo la metodolog´ıa de los apartados 4.3 y 4.4, en este apartado
se obtienen las condiciones necesarias para que el problema de contorno ex-
presado en el apartado 4.5.3 tenga estructura variacional y la expresio´n del
funcional correspondiente, a partir del teorema de Veinberg (ver C.7.6). En
este caso, las ecuaciones (4.175; 4.176; 4.177; 4.178) se expresan mediante el









∇σt+∆t + bt+∆t en Ω
σt+∆tn− tt+∆t en ∂tΩ
(4.180)
Las condiciones necesarias para que el problema de contorno tenga estructura
variacional se obtienen aplicando la condicio´n de reciprocidad:
δG(ut+∆t)[δut+∆t, δvt+∆t] = δG(ut+∆t)[δvt+∆t, δut+∆t]
∀δut+∆t, δvt+∆t : Ω→ Rn admisibles (4.181)





δut+∆t, δvt+∆t son variaciones admisibles en t+∆t:
δut+∆t|∂uΩ = δvt+∆t|∂uΩ = 0
Operando la expresio´n (4.181) de manera ana´loga a como se hizo en los
apartados 4.3.2 y 4.4.2, se obtiene:
rot(σt+∆t) = 0 en Ω (4.182)
rot(tt+∆t) = 0 en ∂tΩ (4.183)
Por tanto, para que el problema de contorno tenga estructura variacional es









Observacio´n 4.5.7 La expresio´n (4.184) se verifica tomando la expresio´n
del potencial dada en (4.155), tal y como se ha demostrado en el apartado
4.5.1.
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Teniendo en cuenta que:
σt+∆t(λ∇sut+∆t) ·∇ut+∆t = ∂W (λ∇
sut+∆t)
∂λ
t(λut+∆t) · ut+∆t = ∂Φ(λut+∆t)
∂λ








Es fa´cil comprobar que el problema variacional correspondiente a igualar a
cero la primera variacio´n de Πp(ut+∆t), da lugar a las ecuaciones incremen-
tales de Euler-Lagrange expresadas en (4.175; 4.176). La forma de Dirichlet













se le denomina tensor de mo´dulos tangentes. De acuerdo con la expresio´n
(4.164), W actu´a como un potencial incremental del campo de tensiones
σt+∆t. Por tanto, si se verifican las condiciones de regularidad:
1. C ∈ L∞(Ω,Rn × Rn × Rn × Rn) (4.190)
2. a(u)[δut+∆t, δut+∆t] es estable. (Ver observacio´n 4.3.2). (4.191)
se cumple:
i) Πp(ut+∆t) es convexo
ii) Πp(ut+∆t) tiene un mı´nimo y es u´nico; es decir, la solucio´n ut+∆t del




siendo V el espacio de funciones de energ´ıa finita.
4.66 Estimacio´n de error
Como ya se ha mencionado en apartados anteriores, estas condiciones
son necesarias para poder establecer la cota de error que se emplea en este
trabajo. Asumiendo que dichas condiciones se cumplen, la metodolog´ıa a
seguir para la estimacio´n de error es pra´cticamente la ya descrita en los
apartados 4.3 y 4.4, por lo que no se va a repetir otra vez en este apartado.
Los pasos a seguir son:
1. Definir la metodolog´ıa de aproximacio´n (ver apartado 4.3.3)
2. Definir la estimacio´n local del error (ver apartado 4.3.4)
3. Definir la estimacio´n global del error (ver apartado 4.3.5)
Observacio´n 4.5.8 Para aplicar directamente lo expresado en los apartados
4.3.3, 4.3.4 y 4.3.5 al caso elastopla´stico, basta con sustituir las expresiones
del campo de desplazamientos exacto u y aproximado uh por los correspon-
dientes valores incrementales: ut+∆t y uh,t+∆t, respectivamente.
Observacio´n 4.5.9 En el a´mbito de la plasticidad es frecuente encontrarse
con problemas en que el potencial incremental W deja de ser convexo. Este
hecho se puede corregir introduciendo te´rminos viscosos de regularizacio´n en
la expresio´n de W (Radovitzky y Ortiz, 1998).
4.5.5. Estimador de error propuesto en este trabajo
Uno de los puntos de intere´s de la metodolog´ıa presentada en este cap´ıtulo
es que para los problemas elastopla´sticos, se propone el mismo estimador de
error que para los problemas de elasticidad infinitesimal (apartado 4.3.7) y
con deformaciones finitas (apartado 4.4.6). Empleando la norma de la energ´ıa,
en el instante t+∆t se parte de la desigualdad triangular:
‖ut+∆t−uh,t+∆t‖E ≤ ‖ut+∆t−uenh,t+∆t‖E + ‖uenh,t+∆t−uh,t+∆t‖E (4.193)
donde:
ut+∆t es la solucio´n exacta en t+∆t
uh,t+∆t es la solucio´n aproximada, obtenida con elementos formulados
en desplazamientos, en t+∆t
uenh,t+∆t es la solucio´n aproximada, obtenida con elementos de defor-
maciones supuestas, en t+∆t
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Observacio´n 4.5.11 A pesar de que con la expresio´n (4.193) se obtiene un
valor incremental, es ma´s riguroso tomar como criterio de notacio´n ‖ut+∆t‖
en vez de ‖u∆t‖. Este u´ltimo criterio inducir´ıa erro´neamente a pensar que el
ca´lculo se efectu´a con los desplazamientos incrementales, cuando realmente
se efectu´a con los calculados en el instante t+∆t y con los almacenados en
la base de datos correspondientes al instante t.
Para eliminar el primer sumando de la derecha en (4.193), se hace la misma
hipo´tesis que en apartados anteriores:
Hipo´tesis 4.5.1 Siendo m y p los o´rdenes de convergencia, en el instante
t+∆t, de las soluciones con formulacio´n en desplazamientos y con defor-
maciones mejoradas:
‖ut+∆t − uenh,t+∆t‖E = o(hm) (4.195)
‖uenh,t+∆t − uh,t+∆t‖E = o(hp) (4.196)
al menos en el re´gimen asinto´tico ha de verificarse:
m > p (4.197)
Verifica´ndose esta hipo´tesis, en el re´gimen asinto´tico se puede establecer:
‖ut+∆t − uh,t+∆t‖E ≤ C‖uenh,t+∆t − uh,t+∆t‖E C ∈ R+ (4.198)
La interpretacio´n de la condicio´n establecida en la hipo´tesis anterior es la ya
descrita en apartados anteriores:
Observacio´n 4.5.12 Las condiciones (4.195), (4.196) y (4.197) garantizan
que, en t + ∆t, las soluciones uenh,t+∆t y uh,t+∆t convergen a la solucio´n
exacta, de manera que:
1. ‖uenh,t+∆t − uh,t+∆t‖E decrece segu´n se refina la malla
2. La solucio´n obtenida con los elementos mejorados se aproxima a la so-
lucio´n exacta “mejor” que la solucio´n de elementos en desplazamientos
a la solucio´n de elementos mejorados, al menos en re´gimen asinto´tico.
El estimador de error local que se propone en este trabajo es:
Ee∆t = ‖ueenh,t+∆t − ueh,t+∆t‖E (4.199)
La cota de error propuesta en (4.199) es una cota incremental. Para conocer
el error de discretizacio´n a lo largo del proceso de carga es necesario calcular
los valores acumulados de Ee∆t. Si ninc es el nu´mero de incrementos de carga
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Observacio´n 4.5.13 De forma rigurosa, en un caso general no se puede
garantizar que la suma (4.200) sea una medida del error global para todo el
camino de carga. En efecto, todos los errores incrementales son positivos. Es
cuestionable que en un proceso no lineal y no conservativo pueda obternerse
una estimacio´n rigurosa y con validez general del error. Sin embargo, de
acuerdo con los resultados obtenidos (ver apartado 4.5.6), se comprueba que
(4.200) en muchos casos es una medida u´til y va´lida para cuantificar el error.
Utilizando el potencial incremental W definido en el apartado 4.5.1, el es-
timador de error (4.199) se interpreta como la contribucio´n de los modos











Observacio´n 4.5.14 La cota de error propuesta en (4.201) tiene como ven-
taja que es una cota local y por tanto se evalu´a elemento por elemento, sin
necesidad de tener que calcular suavizados globales
Observacio´n 4.5.15 Existen dos maneras alternativas de estimar el error
incremental:
1. Mediante la expresio´n (4.201) adoptada aqu´ı, que se puede interpretar
como una medida energe´tica del error.




















siendo Wenh el potencial obtenido con los elementos mejorados y Wcom
el obtenido con los elementos compatibles. Esta alternativa se podr´ıa
interpretar como un error en la medida de las energ´ıas.
En el contexto del presente trabajo se han realizado diversas pruebas compa-
rando los resultados que se obtienen con (4.202) y (4.201). De dichas com-
paraciones se ha concluido que aunque existen diferencias cuantitativas, los
resultados cualitativos son muy similares tanto en la evolucio´n del error glo-
bal a lo largo del proceso de carga, como en la distribucio´n en cada instante
de los errores locales.
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Las densidad de energ´ıa de la expresio´n (4.201) se puede operar, emplean-
do (4.157), para descomponer aditivamente las contribuciones de la parte



























W p (ξt+∆t − ξt+∆t(u), ξt − ξt(u)) dΩ (4.204)
Observacio´n 4.5.16 La expresio´n (4.204) tiene la ventaja de que permite
discriminar la contribucio´n al error de discretizacio´n de los te´rminos ela´sticos
y de los te´rminos correspondientes al flujo pla´stico.
A la vista de las expresiones (4.201; 4.203), es interesante hacer las si-
guientes observaciones sobre la cota de error propuesta en (4.204):
Observacio´n 4.5.17 Las condiciones (4.195; 4.196; 4.197), generalmente
no tienen porque verificarse en problemas de plasticidad.
Los elementos cuadrila´teros con formulacio´n en desplazamientos presen-
tan bloqueo en problemas elastopla´sticos, en los que el flujo pla´stico es in-
compresible. Dado que se estima el error de la solucio´n obtenida con di-
chos elementos, el te´rmino ‖ut+∆t−uht+∆t‖ converge lentamente a causa del
feno´meno de bloqueo (e incluso en el caso l´ımite del bloqueo completo de la
malla, permanecer´ıa constante teniendo un orden de convergencia nulo).
Observacio´n 4.5.18 El estimador de error (4.204) aplicado a los estados
de deformacio´n que corresponden a la prueba de la parcela (estados de defor-
macio´n constante), es nulo y por lo tanto exacto.
Observacio´n 4.5.19 En los pasos ∆t correspondientes a estados de car-
ga/descarga ela´stica, la energ´ıa libre irreversible Ψpt+∆t es nula y por lo tanto
no contribuye al error de discretizacio´n.
El error de discretizacio´n global se obtiene extendiendo la integral en
(4.201) a todo el dominio Ω. De esta manera es inmediato obtener el error






4.70 Estimacio´n de error
Finalmente el error global acumulado se obtiene mediante el sumatorio dis-
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4.5.6. Ejemplos
Me´nsula elastopla´stica cargada en el extremo
hF
L
Figura 4.33: Me´nsula elastopla´stica. Geometr´ıa,
cargas y condiciones de contorno.
En este ejemplo se con-
sidera una me´nsula de lon-
gitud L = 10 y canto h =
1, con un esfuerzo cortan-
te F = 0,01 aplicado en el
extremo libre. El compor-
tamiento se considera el de
un material de Von-Mises,
con las siguientes propieda-
des:
E = 206,9 ν = 0,290 Y = 0,450 H = 0,129
donde Y es la tensio´n de fluencia inicial y H es el mo´dulo de endurecimiento
isotro´pico. Se han empleado mallas de 2× 2, 4× 4, 8× 8, 16× 16 y 32× 32
elementos, que suponen 14, 44, 152, 560 y 2144 grados de libertad, respec-
tivamente. En la figura 4.34 se muestra la energ´ıa interna calculada con los
elementos mejorados y el error global estimado al final del proceso de carga,
frente al nu´mero de grados de libertad. La energ´ıa de deformacio´n conver-
ge a una rama horizontal y la tasa de convergencia estimada es algo mayor
que 1/2. En la figura 4.35 se muestran los contornos de deformacio´n pla´stica
efectiva para cada una de las mallas. Puede observarse que las deformaciones



















Tasa de convergencia 1/2
Figura 4.34: Me´nsula elastopla´stica. Error global y energ´ıa de deformacio´n.
3En la malla de 2× 2 elementos los contornos de deformacio´n pla´stica distorsionan los
resultados en los puntos de Gauss, debido al suavizado que se efectu´a en el post-proceso
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Figura 4.35: Me´nsula elastopla´stica. Deformacio´n pla´stica efectiva.
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En la figura 4.36 se muestran los contornos de error local al final del
proceso de carga, para cada una de las mallas consideradas. Dichos errores se
han evaluado mediante los valores acumulados, obtenidos en cada elemento
a partir de los valores incrementales calculados con la expresio´n (4.204).
De estos resultados cabe destacar que el error tiende a concentrarse en las
esquinas del empotramiento segu´n se refina la malla, y que los valores que se
expresan en dichos contornos disminuyen con el refinamiento.
Asimismo se ha analizado la evolucio´n del error local en el elemento de
la esquina inferior izquierda. Para ello se han monitorizado por separado
los dos sumandos de (4.204), expresando por separado las contribuciones al








εet+∆t − εet+∆t(u), εet − εet(u)
)
dΩ (4.207)






W p (ξt+∆t − ξt+∆t(u), ξt − ξt(u)) dΩ (4.208)
En las figuras 4.37 y 4.38 se muestra la evolucio´n de las partes ela´stica y
pla´stica del error, expresadas en (4.207) y (4.208) respectivamente, frente a
la carga aplicada. Del ana´lisis de estas curvas se pueden extraer las siguientes
conclusiones:
1. A lo largo del proceso de carga, las componentes ela´stica y pla´stica del
error local son menores en las mallas ma´s finas.
2. Las dos componentes del error son crecientes con la carga.
3. El orden de magnitud de las componentes ela´stica y pla´stica son simi-
lares, aunque, como es lo´gico, la componente pla´stica no se activa hasta
el comienzo del flujo pla´stico.









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  3.03E-02
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  9.51E-02
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  3.03E-02
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  9.51E-02
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00










 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  2.78E-03
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  2.68E-02
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  2.78E-03
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  2.68E-02
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00










 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  3.14E-04
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  6.82E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  3.14E-04
X = 1.00E+01
Y = 0.00E+00
Max =  6.82E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00










 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  4.20E-05
X = 1.00E+01
Y = 1.88E-01
Max =  2.40E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  4.20E-05
X = 1.00E+01
Y = 1.88E-01
Max =  2.40E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00










 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  5.92E-06
X = 1.00E+01
Y = 5.00E-01
Max =  1.40E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00









 E R R O R  L O C A L
Current View
Min =  5.92E-06
X = 1.00E+01
Y = 5.00E-01
Max =  1.40E-03
X = 0.00E+00
Y = 0.00E+00
               Time = 1.00E+00
32× 32 elementos
Figura 4.36: Me´nsula elastopla´stica. Error local.
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Figura 4.38: Me´nsula elastopla´stica. Componente pla´stica del error local. Es-
quina inferior izquierda.
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Figura 4.39: Compresio´n no uniforme.
Geometr´ıa y condiciones de contorno
En este ejemplo se considera la
compresio´n de una laja elastopla´sti-
ca cuadrada, considerando que el
rozamiento entre la prensa y la la-
ja es infinito. En la figura 4.39 se
muestra la geometr´ıa y condiciones
de contorno del problema. El lado
de la laja es a = 2, modelizando-
se u´nicamente un cuarto de la mis-
ma, por condiciones de simetr´ıa. El
problema se resuelve con control de
desplazamientos siendo u = 0,0015,
el desplazamiento impuesto ma´xi-
mo. El modelo constitutivo emplea-
do corresponde a un material con
plasticidad de Von Mises, siendo las
caracter´ısticas meca´nicas:
E = 1000,0 ν = 0,3 Y = 1,0 H = 0,0
Este mismo ejemplo se ha empleado en (Johnson y Hansbo, 1992) para la
estimacio´n de error en problemas elastopla´sticos. Se han considerado mallas
uniformes de 3× 3, 5× 5, 10× 10, 20× 20, 40× 40 y 60× 60 elementos, que
corresponden a 17, 49, 199, 799, 3199 y 7199 grados de libertad, respectiva-
mente.
En la figura 4.40 se muestran los contornos de deformacio´n pla´stica efec-
tiva obtenidos con cada malla. Puede observarse que dichas deformaciones
tienden a localizarse en una banda a 45◦, aumentando su valor segu´n se refina
la malla.
La figura 4.41 recoge la evolucio´n al final del ana´lisis de la energ´ıa libre
calculada con los elementos mejorados y el error estimado, frente al nu´mero
de grados de libertad empleado en el ca´lculo. Cabe destacar de este gra´fico la
baja tasa de convergencia obtenida con el estimador de error, que es aproxi-
madamente igual a 1/8. Este hecho se explica por los valores que se obtienen
de la energ´ıa interna, que apenas var´ıan con el refinamiento de la malla. En
la figura 4.41 se hace patente este comportamiento para los elementos me-
jorados, debido al incremento de la localizacio´n de deformaciones pla´sticas
con el refinamiento. Para los elementos con formulacio´n en desplazamientos
se produce un feno´meno similar, pero en este caso debido al bloqueo severo
de los elementos en esta clase de problemas.
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40× 40 elementos 60× 60 elementos
Figura 4.40: Compresio´n no uniforme. Deformacio´n pla´stica efectiva.
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Figura 4.41: Compresio´n no uniforme. Error global estimado y energ´ıa de
deformacio´n.
En la figura 4.42 esta´n los contornos de error local que se obtienen al final
del ca´lculo, para cada una de las seis mallas analizadas. Dichos errores se han
evaluado acumulando a lo largo del proceso de carga los valores incrementales
obtenidos mediante la expresio´n (4.204). Puede comprobarse que el error
local tienden a concentrase segu´n una diagonal, de manera ana´loga a lo que
sucede con las deformaciones pla´sticas efectivas. Asimismo, los valores de
dichos contornos decrecen segu´n se va refinando la malla.
A continuacio´n se analiza la evolucio´n del error local de un elemento,
a lo largo del proceso de carga. El elemento seleccionado ha sido el de la
esquina superior derecha ya que, de acuerdo con las figuras 4.42 y 4.40,
es el elemento con mayor nivel de deformacio´n pla´stica y de error local al
final del ca´lculo. De acuerdo con los dos sumandos de la expresio´n (4.204), el
error local se puede descomponer aditivamente segu´n las contribuciones de la
energ´ıa libre ela´stica y de la energ´ıa correspondiente a la disipacio´n pla´stica.
Con este criterio, en las figuras (4.43) y (4.44), se recoge la evolucio´n de
ambas componentes del error, para cada una de las seis mallas analizadas.
Interpretando estas figuras, las conclusiones ma´s importantes que se extraen
son las siguientes:
1. Tanto la componente ela´stica como la componente pla´stica del error
local alcanzan valores menores al refinar la malla. No obstante, la com-
ponente pla´stica del error se activa antes con las mallas ma´s finas.
2. Las dos componentes del error crecen a lo largo del proceso de carga.
3. El orden de magnitud de las dos componentes del error son similares.
La componente pla´stica del error se activa antes en las mallas finas
ya que se captura mejor el comienzo del flujo pla´stico. No obstante, la
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variacio´n del error local a lo largo del proceso es tanto menor cuanto
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40× 40 elementos 60× 60 elementos
Figura 4.42: Compresio´n no uniforme. Error local.
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Figura 4.44: Compresio´n no uniforme. Componente pla´stica del error local.
Esquina superior derecha.
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Figura 4.45: Traccio´n de una placa cuadrada
con un taladro circular en deformacio´n plana
Este ejemplo representa el
ensayo de traccio´n de una pla-
ca cuadrada con una agujero
circular, en condiciones de de-
formacio´n plana. En este pro-
blema existen dos puntos sin-
gulares que esta´n situados en
los extremos del dia´metro per-
pendicular a la direccio´n de
los desplazamientos impues-
tos. Las dimensiones y condi-
ciones de contorno se mues-
tran en la figura 4.45, toman-
do l = 100, r = 10 y el
desplazamiento impuesto final
u = 0,32. Este ejemplo ha si-
do empleado como problema
ba´sico para la estimacio´n de
error en problemas no lineales,
en el contexto de un proyec-
to de investigacio´n de la Uni-
versidad de Hannover (Stein
et al., 1997). Un resumen de los resultados obtenidos para este ejemplo se
ha publicado en (Barthold et al., 1998). En este caso se considera un modelo
elastopla´stico de Von Mises con la ley de saturacio´n (4.173), para la que se





El comportamiento ela´stico queda definido por los valores:
E = 206900,0
ν = 0,29
Para la estimacio´n de error se han empleado las cuatro mallas que se muestran
en la figura 4.46. Tienen 16, 192, 768 y 1536 elementos que corresponden,
respectivamente a 37, 407, 1583 y 3119 grados de libertad.
4.82 Estimacio´n de error
16 elementos 192 elementos
768 elementos 1536 elementos
Figura 4.46: Placa cuadrada con taladro circular. Mallas.
En la figura 4.47 se muestran los contornos de deformacio´n pla´stica efec-
tiva que se obtienen con cada una de las mallas. Como puede observarse,
segu´n se van empleando mallas ma´s finas, las deformaciones pla´sticas tien-
den a localizarse en una banda a 45◦, que comienza a desarrollarse en el
punto singular.
En la figura 4.48 se muestran las curvas de la energ´ıa interna total eva-
luada con los elementos mejorados y del error global estimado al final del
ca´lculo, frente al nu´mero de grados de libertad. Es de destacar que el valor
de la energ´ıa interna no cambia con el refinamiento de la malla. Este hecho se
produce porque los valores de la energ´ıa ela´stica disminuyen con el nu´mero
de grados de libertad, mientras que los de la energ´ıa irrecuperable aumentan.
El resultado es que la suma de ambos te´rminos es pra´cticamente constante
con independencia del nu´mero de grados de libertad de la malla. Con los va-
lores del error global estimado tambie´n se predice una tasa de convergencia
relativamente baja: la recta de pendiente 1/8 dibujada en escala doblemente
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768 elementos 1536 elementos
Figura 4.47: Placa cuadrada con taladro circular. Deformacio´n pla´stica efec-
tiva.
logar´ıtmica se ajusta relativamente bien a la tasa de convergencia calculada.
La figura 4.49 recoge los contornos de error local al final del proceso de
estiramiento. Estos valores se obtienen acumulando durante el proceso de
carga los valores incrementales dados por la expresio´n (4.204). Dichos con-
tornos alcanzan los valores ma´ximos en el punto singular y tambie´n tienden
a localizarse en una banda a 45◦ segu´n se refina la malla.
Finalmente se analiza la evolucio´n del error local del elemento que tiene
un nodo en el punto singular (elemento de la esquina inferior del taladro).
Para ello se descompone aditivamente en las contribuciones de la energ´ıa
ela´stica y de la energ´ıa disipada, de acuerdo con la expresio´n 4.204. Las
figuras 4.50 y 4.51 muestran la evolucio´n en el tiempo de las dos componentes
incrementales. Las conclusiones son similares a las de los ejemplos anteriores:
1. Ambas componentes del error local decrecen al refinar la malla, aunque
la componente pla´stica del error se activa antes en las mallas ma´s finas.
2. Las dos componentes son crecientes durante el proceso de carga.
3. El orden de magnitud de dichas componentes del error son similares.
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768 elementos 1536 elementos
Figura 4.49: Placa cuadrada con taladro circular. Error Local.
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Figura 4.50: Placa cuadrada con taladro circular. Evolucio´n de la componente
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Figura 4.51: Placa cuadrada con taladro circular. Evolucio´n de la componente
pla´stica del error local. Esquina inferior del taladro.
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4.6. Conclusiones
En este cap´ıtulo se ha desarrollado una metodolog´ıa para la estimacio´n
de error. El estimador de error propuesto establece una cota del error de
discretizacio´n de la solucio´n aproximada mediante elementos formulados en
desplazamientos, a partir de la solucio´n obtenida con elementos de deforma-
ciones supuestas (ver cap´ıtulo 2). La formulacio´n del mismo esta´ basada en
la contribucio´n energe´tica de los modos mejorados de dichos elementos.
Una de las aportaciones de esta tesis es que el me´todo de estimacio´n de




En estos u´ltimos se emplea un esquema de integracio´n de las ecuaciones de
la plasticidad que conserva la estructura variacional del problema de contor-
no. Presenta la ventaja de estar formulado de manera local, con lo cual su
coste computacional es bajo y no es necesario establecer suavizados globales.
Las condiciones para que dicho estimador presente un orden de convergencia
adecuado son las siguientes:
1. La contribucio´n energe´tica de los modos incompatibles debe ser, al
menos en re´gimen asinto´tico, decreciente segu´n se refina la malla.
2. Al menos en re´gimen asinto´tico, la solucio´n obtenida con los elementos
de deformaciones supuestas ha de aproximarse “mejor” a la solucio´n




5.1. Resumen y Objetivos
En este cap´ıtulo se analizan diversos problemas de localizacio´n de defor-
maciones.
En primer lugar (apartado 5.2) se analiza la formacio´n de bandas de locali-
zacio´n en problemas con plasticidad de Von-Mises. Se entiende por bandas de
localizacio´n de deformaciones el feno´meno de formacio´n de bandas estrechas
con elevados gradientes de deformacio´n, que son precursoras de la fisuracio´n
o rotura del so´lido. Se aplican los elementos mixtos con la formulacio´n de de-
formaciones mejoradas supuestas (Simo´ y Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a;
Armero y Glaser, 1997) descritos en el cap´ıtulo 2. El estudio realizado in-
vestiga la capacidad de dichos elementos para representar la formacio´n de
bandas de localizacio´n, bajo diversos estados de tensio´n y deformacio´n. No
se estudia aqu´ı, por el contrario, la objetividad de la respuesta de elementos
finitos con respecto a la finura de la malla en problemas de localizacio´n. Es
sabido, que la falta de objetividad de dicha solucio´n respecto a la malla es un
problema que puede ser resuelto mediante alguna te´cnica de regularizacio´n,
aunque este aspecto no forma parte de los objetivos de esta tesis doctoral.
La metodolog´ıa empleada supone que la formacio´n de las bandas de lo-
calizacio´n esta´ asociada a una discontinuidad de´bil, que se puede considerar
precursora de la discontinuidad fuerte (Manzoli, 1998). Se evalu´an, para dis-
tintas formulaciones de elementos, las prestaciones para capturar las bandas
de localizacio´n con el criterio propuesto en (Steinmann y Willam, 1991; Stein-
mann y Willam, 1990). Este criterio se aplica de manera general mediante un
estudio anal´ıticamente exacto hecho con un co´digo de a´lgebra formal (Maple,
1991a). A continuacio´n se estudia la evolucio´n del tensor acu´stico y la con-
tribucio´n de los modos de deformacio´n de la matriz de rigidez en un ejemplo
de localizacio´n modelizado con un so´lo elemento (Simo´ y Armero, 1993), en
el contexto de las grandes deformaciones. Finalmente, se modeliza el ensayo
de traccio´n de una probeta en deformacio´n plana con formacio´n de bandas
de localizacio´n, comparando las respuestas de distintas familias de elementos
formulados para grandes deformaciones (Armero y Glaser, 1997).
5.2 Aplicaciones: Localizacio´n
En la segunda parte (apartado 5.3) se presentan distintos ejemplos de lo-
calizacio´n empleando el modelo constitutivo no asociativo de Drucker-Prager.
En primer lugar se describe el modelo constitutivo empleado, mostrando al-
gunas consecuencias pra´cticas de la falta de asociatividad. A continuacio´n
se tratan los feno´menos de localizacio´n en materiales cohesivos-friccionales.
Se comienza con los ensayos de traccio´n, compresio´n y traccio´n-compresio´n
de un elemento en deformacio´n plana, analizando las distintas trayectorias
de las tensiones a lo largo del proceso de carga. Finalmente se analizan los
problemas de la estabilidad de un talud vertical, un talud inclinado 45◦, y la
carga de hundimiento de una zapata tanto en modelos de Von-Mises (con-
siderando el suelo no drenado) como de Drucker-Prager. El cap´ıtulo finaliza
con un apartado dedicado a las conclusiones.
5.2. Localizacio´n en materiales con plastici-
dad de Von-Mises
5.2.1. Introduccio´n y Objetivos
La modelizacio´n nume´rica de las bandas de localizacio´n de deformacio-
nes tiene el intere´s, desde el punto de vista ingenieril, de poder representar
correctamente el fallo o la rotura de los medios so´lidos en general. El tra-
tamiento mediante elementos finitos de las bandas de localizacio´n presenta
fundamentalmente dos problemas: la cinema´tica del elemento para capturar
elevados gradientes de deformacio´n, y la regularizacio´n para que la respuesta
sea independiente del para´metro h de la malla empleada.
Actualmente, el ana´lisis de las bandas de localizacio´n en so´lidos se puede
clasificar en tres grupos:
Me´todos discretos. Estos me´todos dividen la estructura en dos partes:
una que es considerada como un medio continuo y otra en la que la disconti-
nuidad se representa de forma discreta, mediante una ley fuerza-desplazamiento
directamente relacionada con el concepto de energ´ıa de fractura. Estos me´to-
dos, que son muy empleados en el contexto de la meca´nica de la fractura no
lineal, presentan el inconveniente de necesitar criterios adicionales para de-
terminar la direccio´n de propagacio´n de la discontinuidad. Desde el punto de
vista de la modelizacio´n mediante elementos finitos, los labios de la fisura se
modelizan introduciendo contornos adicionales en la malla. Esta metodolog´ıa
presenta el inconveniente de tener que prever en la malla las superficies de
discontinuidad, o en problemas complejos la necesidad de emplear sofistica-
das te´cnicas de remallaje adaptativo (Camacho et al., 1995).
Me´todos basados en la meca´nica de medios continuos. En el con-
texto de la teor´ıa cla´sica de la meca´nica de medios continuos (Hill, 1962;
Kravtchenko y Sirieysj, 1964; Rice, 1976), la banda de localizacio´n define
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una discontinuidad (acotada) en el campo de deformaciones siendo continuo
el campo de desplazamientos (discontinuidad de´bil). Con esta hipo´tesis el
ana´lisis se realiza asumiendo que la estructura es un medio continuo, em-
pleando relaciones tensio´n-deformacio´n, incluso en la discontinuidad. Dado
que el ancho de la banda no esta´ limitado en esta teor´ıa, la solucio´n ma´s
estable corresponde a un ancho nulo. Desde el punto de vista nume´rico, la
dimensio´n de un elemento corresponde al mı´nimo ancho que puede tener la
banda. Para que la solucio´n no dependa del taman˜o de la banda se han em-
pleado diversos procedimientos que minimizan dicha dependencia. De estos
procedimientos cabe destacar:
Definicio´n de una longitud caracter´ıstica que limita el ma´ximo ancho de
la banda, introduciendo gradientes de segundo orden de deformacio´n
(de Borst et al., 1993)
Formulaciones no locales en las que el comportamiento no lineal en un
punto depende de las deformaciones y/o variables internas en el propio
punto y en otros puntos vecinos (Bazˇant y Pijaudier-Cabot, 1988)
Te´cnicas de regularizacio´n viscopla´stica (Needleman, 1988; Loret y Pre-
vost, 1990; Prevost y Loret, 1990)
Te´cnicas de regularizacio´n considerando un continuo micropolar de
Cosserat (Mu¨hlhaus y Vardoulakis, 1987).
En el contexto de esta metodolog´ıa tambie´n se ha aplicado el remallaje adap-
tativo (Ortiz y Quigley, 1991; Zienkiewicz et al., 1995), y el enriquecimiento
de las funciones de forma del elemento (Ortiz et al., 1987).
Me´todos basados en la meca´nica de medios discontinuos. Esta me-
todolog´ıa combina de manera consistente la meca´nica de medios continuos
con los me´todos discretos. La idea clave (Simo´ et al., 1993b) es que bajo
ciertas hipo´tesis el modelo discreto se puede considerar como caso l´ımite del
modelo continuo para un ancho nulo de la banda de localizacio´n (disconti-
nuidad fuerte). Para la modelizacio´n mediante elementos finitos, el campo de
deformaciones en la banda se aproxima mediante funciones “Delta de Dirac”.
Existen trabajos relevantes tanto en deformaciones infinitesimales (Simo´ y
Oliver, 1994; Oliver et al., 1997; Manzoli, 1998) como en grandes deforma-
ciones (Armero y Garikipati, 1996). La ventaja de esta aproximacio´n es que
interpreta la localizacio´n en el a´mbito de la meca´nica del medio continuo,
con anchos de la banda nulos y disipacio´n no nula. Asimismo, al incluirse
modos de localizacio´n en la formulacio´n del elemento se evitan problemas
relacionados con el taman˜o de la malla y la orientacio´n de la misma.
En este cap´ıtulo se aplican los elementos mixtos con la formulacio´n des-
crita en el cap´ıtulo 2, a problemas de localizacio´n de deformaciones. Los
resultados que se presentan aqu´ı se restringen al ana´lisis de la cinema´tica del
elemento, sin investigar las posibles te´cnicas de regularizacio´n de la respuesta.
5.4 Aplicaciones: Localizacio´n
La metodolog´ıa empleada parte de la hipo´tesis de que la formacio´n de la
banda de localizacio´n esta´ asociada a una discontinuidad de´bil, que se puede
considerar precursora de la discontinuidad fuerte (Manzoli, 1998). Se evalu´an,
para distintas formulaciones de elementos, las prestaciones para capturar las
bandas de localizacio´n integrando la condicio´n de localizacio´n en el dominio
del elemento. Este criterio (Steinmann y Willam, 1991; Steinmann y Willam,
1990), se generaliza en este trabajo haciendo un estudio anal´ıticamente exac-
to mediante un co´digo de a´lgebra formal (Maple, 1991a). A continuacio´n se
estudia el ejemplo de localizacio´n de un elemento con grandes deformaciones
(Simo´ y Armero, 1993). En este ejemplo se analiza la evolucio´n del deter-
minante del tensor acu´stico y la contribucio´n a la respuesta del elemento
de los distintos modos de deformacio´n de la matriz de rigidez. Finalmente
se modeliza el ensayo de traccio´n con formacio´n de bandas de localizacio´n,
en deformacio´n plana. Se compara la respuesta de distintas familias de ele-
mentos formulados en grandes deformaciones, y la influencia que tienen los
diferentes ordenes de la cuadratura de Gauss, en los resultados obtenidos con
los elementos mejorados.






Figura 5.1: Definicio´n de la banda
Sea un medio continuo de-
finido por un dominio Ω ⊂
Rn, en el que existe una ban-
da de localizacio´n definida por
la superficie Γ ⊂ Rn−1. Esta
banda define dos subdominios
de Ω que denominaremos Ω+
y Ω−. Los contornos de Ω+ y
Ω− definidos por la banda Γ se
denominan Γ+ y Γ−, respecti-
vamente. Se define el operador
[[·]] como la diferencia entre los
valores que toma el campo (·)
en Γ+ y Γ−. Suponiendo que
el so´lido esta´ sometido a incrementos “pseudo-esta´ticos” de deformacio´n, la
continuidad del campo de desplazamientos a ambos lados de la banda Γ, se
expresa:
[[u˙]] = u˙+ − u˙− = 0 (5.1)
La discontinuidad en el campo de deformaciones se establece tambie´n me-
diante la diferencia de las tasas del tensor de deformaciones infinitesimales:
[[ε˙]] = ε˙+ − ε˙− 6= 0 (5.2)
siendo (·)+ y (·)− los valores del campo (·) en Γ+ y Γ− respectivamente.
Llamandom a la direccio´n de localizacio´n y n al versor normal a la banda de
Localizacio´n en materiales con plasticidad de Von-Mises 5.5
localizacio´n, la condicio´n de compatibilidad cinema´tica de Maxwell establece
que:
[[ε˙]] = (n⊗m)s (5.3)
donde ⊗ es el operador producto tensorial y (·)s es la parte sime´trica del
tensor (·).
Observacio´n 5.2.1 En el contexto de la meca´nica de la fractura, la con-
dicio´n m ‖ n equivale al modo I, y la condicio´n m ⊥ n equivale al modo
II.
Por otra parte, la condicio´n de equilibrio en direccio´n normal a la banda es:
[[σ˙]]n = 0 (5.4)
Expresando (5.4) mediante el tensor de mo´dulos tangentes:
C[[ε˙]]n = 0 (5.5)
para lo que se ha supuesto que el estado de carga es el mismo en Γ+ y Γ−.
Sustituyendo la condicio´n de Maxwell (5.3) en (5.5), resulta finalmente:
Qm = 0 (5.6)
donde:
Q = nCn (5.7)
es un tensor de segundo orden que se denomina tensor acu´stico. Para que la
ecuacio´n (5.6) tenga solucio´n distinta de la trivial es necesario que:
det(Q) = 0 (5.8)
La ecuacio´n (5.8) es la que se adopta en este trabajo como condicio´n de
localizacio´n.
Observacio´n 5.2.2 En lo anterior se ha efectuado un planteamiento pseudo-
esta´tico de la localizacio´n de´bil. El planteamiento dina´mico conducir´ıa a la
ecuacio´n:
Qm = ρc2m (5.9)
donde ρ es la densidad del material y c es la velocidad de propagacio´n de
ondas. La ecuacio´n (5.9) establece que la velocidad de propagacio´n c es pro-
porcional a los autovalores del tensor acu´stico. Por tanto, la condicio´n de
localizacio´n (5.8) se puede interpretar, desde el punto de vista dina´mico, di-
ciendo que la formacio´n de la discontinuidad de´bil da lugar a valores nulos o
imaginarios de la velocidad de propagacio´n de las ondas.
Observacio´n 5.2.3 La condicio´n c = 0 hace que se pierda la hiperbolicidad
de la ecuacio´n dina´mica de Cauchy. Este hecho da lugar a que el problema
de contorno este´ matema´ticamente mal planteado (es decir, la solucio´n no es
u´nica) (Needleman, 1988).
5.6 Aplicaciones: Localizacio´n
Observacio´n 5.2.4 Si el material sobre la discontinuidad Γ se encuentra en
estado ela´stico, el tensor C es definido positivo y por tanto, no es posible que
se verifique la condicio´n (5.8)
5.2.3. Ana´lisis de la localizacio´n en medios continuos
En este apartado se hace un ana´lisis de la condicio´n de localizacio´n expre-
sada en (5.8) aplicada a medios continuos bajo las hipo´tesis de deformacio´n
plana y tensio´n plana, para distintos estados tensionales. Se considera el
modelo constitutivo de plasticidad de Von-Mises (ape´ndice A) con endureci-
miento iso´tropo tangente H. La relacio´n tensio´n-deformacio´n se expresa de
manera incremental con el tensor tangente elastopla´stico Cep:
σ˙ = Cepε˙ (5.10)
El comportamiento ela´stico se caracteriza mediante los coeficientes de Lame´ λ
y µ. Todos los resultados se obtienen anal´ıticamente empleando un programa
de ca´lculo formal (Maple, 1991a).
Deformacio´n Plana
En el supuesto de estado de carga pla´stica, la restriccio´n de incompresi-
bilidad del flujo pla´stico impone que en direcciones principales, la expresio´n
general del tensor de tensiones sea:
σ =
 σxx 0 00 σyy 0
0 0 0,5(σxx + σyy)
 (5.11)
El tensor tangente elastopla´stico (5.10), obtenido al particularizar A.27 (ape´ndi-
ce A) para deformacio´n plana, se expresa1:
Cep =





λ− µ2(σyy−σxx )(σxx−σyy )





Si las componentes del vector normal a la banda de localizacio´n son:
n = (cos θ, sen θ) (5.13)
1El tensor de cuarto orden Cep se ha transformado, a efectos de notacio´n, en una
matriz de segundo orden Cep con el proceso que se detalla en (Hughes, 1987). Entonces,
los tensores σ y ε se deben expresar como vectores de dimensio´n nstr
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sustituyendo (5.12; 5.13) en (5.7), las componentes del tensor acu´stico Q
resultan:
Q11 =




(λµ+ λH + 2µ2 + µH) sen θ cos θ
µ+H
(5.15)
Q22 = −λ(µ+H) sen
2 θ + µH sen2 θ + µ(µ+H)
µ+H
(5.16)
Imponiendo la condicio´n de localizacio´n (5.8) y despejando el mo´dulo de
endurecimiento, se obtiene:
Hcrit = −µ (2 cos
2 θ − 1)2 (λ+ µ)
λ+ 2µ
(5.17)
Observacio´n 5.2.5 La ecuacio´n (5.17) relaciona el valor del mo´dulo de en-
durecimiento cr´ıtico para el que se desarrolla la banda de localizacio´n de´bil
y la direccio´n del vector normal a dicha banda. En deformacio´n plana, la
expresio´n de Hcrit es independiente del estado tensional.
Observacio´n 5.2.6 De la expresio´n (5.17) se concluye que u´nicamente se
pueden formar bandas de localizacio´n para valores nulos o negativos del mo´du-
lo de endurecimiento H.
Tensio´n plana
La expresio´n del tensor de tensiones, referido a las direcciones principales,
en el caso de tensio´n plana es:
σ =
 σxx 0 00 σyy 0
0 0 0
 (5.18)
Realizando un desarrollo similar al anterior, a partir del tensor de mo´dulos
tangente elastopla´stico, y expresando mediante (5.13) las componentes del
vector normal a la banda, al despejar H de la ecuacio´n (5.8), el mo´dulo de
endurecimiento cr´ıtico es:
Hcrit = −µ(2µ+ 3λ) (−2σxx + σyy + 3(σxx − σyy) cos θ)
2
4 (σxx 2 − σxxσyy + σyy2) (µ+ λ) (5.19)
Observacio´n 5.2.7 En tensio´n plana, el mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico
depende expl´ıcitamente de las tensiones principales.
5.8 Aplicaciones: Localizacio´n
Observacio´n 5.2.8 Al igual que en el caso de deformacio´n plana, en tensio´n
plana u´nicamente se pueden formar bandas de localizacio´n para valores nulos
o negativos del mo´dulo de endurecimiento H.
Particularizando la expresio´n (5.19) para distintos estados de carga se obtie-
nen los siguientes resultados:
1. Extensio´n uniaxial. Haciendo σxx = 0 o´ σyy = 0 en (5.19), resulta:
Hcrit = −1
4
µ (2µ+ 3λ) (3 cos2 θ − 2)2
µ+ λ
(5.20)
2. Corte puro. Sustituyendo en (5.19) σxx = −σyy, se obtiene:
Hcrit = −3
4
µ (2µ + 3λ) (2 cos2 θ − 1)2
λ+ µ
(5.21)
5.2.4. Ana´lisis nume´rico de la localizacio´n
Estudiamos ahora las prestaciones de distintos tipos de elementos para
capturar las bandas de´biles de localizacio´n. La metodolog´ıa seguida es una
generalizacio´n de la propuesta en (Steinmann y Willam, 1990; Steinmann
y Willam, 1991; Steinmann y Willam, 1994). En este trabajo el ana´lisis se
efectu´a a partir de la matriz de rigidez tangente del elemento formulada
anal´ıticamente.
Como criterio de localizacio´n de´bil a nivel de elemento se establece de
forma integral que la tasa de segundo orden de la energ´ıa interna (equivalente




[[σ˙]] · [[ε˙]]dΩ = 0 (5.22)
Con las hipo´tesis efectuadas en el apartado 5.2.2, la expresio´n (5.22) se rees-




[[ε˙]] · Cep[[ε˙]]dΩ = 0 (5.23)
Desde el punto de vista del ana´lisis mediante elementos finitos, al realizar la
integral en el dominio Ωe, la ecuacio´n (5.23) puede expresarse en te´rminos






loc = 0 (5.24)
El vector de velocidades nodales d˙loc que expresa la cinema´tica de la lo-
calizacio´n de´bil se obtiene integrando el salto del campo de deformaciones
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expresado en (5.2). Expresando (5.3) en forma indicial junto con la hipo´tesis
(5.1):
u˙+i,j − u˙−i,j = γminj (5.25)
u˙+i − u˙−i = 0 en xjnj = 0 (5.26)
Considerando un elemento de cuatro nodos cuyas coordenadas nodales son
(xi, yi) (ver figura 5.2), y llamando (n1, n2) y (m1,m2) a las componentes
de n y m respectivamente, al integrar las ecuaciones (5.25; 5.26) se obtie-
ne el vector de velocidades nodales asociado al movimiento de localizacio´n















donde se ha supuesto sin perdida de generalidad que u˙− = 0 en Ω−e . La
condicio´n de localizacio´n (5.24) se aplica a las siguientes familias de elementos
de cuatro nodos:
1. Elemento con formulacio´n en desplazamientos (Q4)
2. Elemento con integracio´n reducida (Q4R)
3. Elemento con integracio´n reducida selectiva (Q4RS), en deformacio´n
plana
4. Elemento B
5. Elemento con formulacio´n de deformaciones supuestas (Q1/E4)
La metodolog´ıa seguida para comprobar si estos elementos verifican (5.24)
consta de los seis pasos siguientes:
1. Para un determinado estado tensional y una direccio´n gene´rica de la
banda de localizacio´n caracterizada por el vector n = (cos θ, sen θ), se
resuelve (5.8) obteniendo:
Hcrit = Hcrit(θ) (5.28)




3. Con el resultado (5.28), obtenido en el contexto de la meca´nica de
medios continuos, ya a nivel nume´rico se formula la matriz de rigidez
tangente del elemento:
Ke =Ke(θ) (5.30)
4. Tambie´n a nivel de elemento, sustituyendo en (5.27) la expresio´n n =
(cos θ, sen θ) y el vector m = m(θ) calculado con (5.29), resulta la
expresio´n gene´rica de d˙
e
loc en te´rminos del a´ngulo θ




loc(θ) obtenido en el paso anterior, se resuelve la
ecuacio´n (5.24) y se obtienen los valores de θ que indican las direcciones
de la banda susceptibles de ser capturadas por el elemento.
6. Finalmente, se particulariza la matriz de rigidez del elemento para las
direcciones calculadas en el punto anterior (definidas con el a´ngulo θ),
y se efectu´a un ana´lisis espectral con objeto de conocer si el elemento
es capaz de capturar la banda.
Observacio´n 5.2.9 Si el vector d˙loc se expresa como combinacio´n lineal de
los autovectores de la matriz de rigidez tangente, para que d2Wloc = 0, los
autovalores asociados a dichos autovectores han de ser nulos. Si esta con-
dicio´n de localizacio´n se verifica con autovalores no nulos, al menos uno de
ellos ha de ser negativo, apareciendo situaciones de inestabilidad nume´rica
en la matriz de rigidez.
Deformacio´n plana
Se consideran los siguientes estados tensionales:
1. Corte puro
2. Extensio´n uniaxial
Los valores que se adoptan para los coeficientes de Lame´ corresponden a
los empleados en (Steinmann y Willam, 1991; Steinmann y Willam, 1990) y
valen:
λ = 17307,69231 µ = 11538,46154 (5.31)
El vector de polarizacio´n m y el vector d˙loc son independientes del estado
tensional. Llamando n = (cos θ, sen θ) y calculando la expresio´n del tensor
acu´stico con el mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico (5.17), al resolver la ecua-




2 θ − 3µ− 2λ) cos θ sen θ
2(λ+ µ) cos4 θ − (µ+ 2λ) cos2 θ − µ , 1
)
(5.32)
El vector de velocidades nodales correspondiente al movimiento de localiza-
cio´n, para el elemento biunitario, se obtiene sustituyendo (5.13) y (5.32) en











2 θ−2λ−3µ) cos θ sen θ(cos θ+sen θ)
(2µ+2λ) cos4 θ−(2λ+µ) cos2 θ−µ
cos θ + sen θ
−((2µ+2λ) cos
2 θ−2λ−3µ) cos θ sen θ(− cos θ+sen θ)
(2µ+2λ) cos4 θ−(2λ+µ) cos2 θ−µ
− cos θ + sen θ

(5.33)
Los modos de deformacio´n de la matriz de rigidez tangente que se obtendra´n
en los ana´lisis de autovalores se muestran en la figura 5.3. A continuacio´n se
describen los resultados obtenidos para cada uno de los estados tensionales
anteriormente referidos.
Corte puro.- En el estado de corte, la tasa del tensor de tensiones es
σ˙ =
 σ˙ 0 00 −σ˙ 0
0 0 0

Con la expresio´n anal´ıtica de la matriz de rigidez tangente del elemento se
evalu´a d2Wloc en funcio´n del a´ngulo θ mediante (5.24). En la figura 5.4 se
representa la curva d2Wloc frente al a´ngulo θ.
De acuerdo con estas curvas, los valores del a´ngulo θ que anulan d2Wloc
se recogen en el cuadro 5.1.
Q4 — — — 90◦
Q4SR — — — 90◦
B ±13,8◦ — ±76,2◦ 90◦
Q1/E4 — ±45◦ — —
Cuadro 5.1: Estado tensional de corte en deformacio´n plana. Direcciones que
anulan d2Wloc
Observacio´n 5.2.10 Con el elemento de integracio´n reducida, d2Wloc se
anula para todos los valores de θ. No obstante, este elemento presenta modos
de energ´ıa nula que dan lugar a resultados incorrectos. Esta observacio´n debe
tenerse en cuenta para los resultados que se obtendra´n en lo sucesivo.
Para cada elemento y valor del a´ngulo θ recogidos en el cuadro 5.1 se ha
realizado un ana´lisis espectral de la matriz de rigidez tangente. Los resultados
obtenidos se muestran en el cuadro 5.2.
5.12 Aplicaciones: Localizacio´n
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) µ/3 µ/3
Q4
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) µ µ
Q4RS
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±13,8◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −29487,18 ,81 10−2 ,81 10−2
±76,2◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −29487,18 −,78 10−4 −,78 10−4
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) (µ− 8λ)/27 (µ− 8λ)/27
B
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±45◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ 0 0 0
Q1/E4
Cuadro 5.2: Ana´lisis espectral de la matriz de rigidez. Estado tensional de
corte en deformacio´n plana
Expresando el vector de velocidades nodales correspondiente al movimien-
to de localizacio´n (5.33) como combinacio´n lineal de los autovectores de la
matriz de rigidez tangente, se obtienen los siguientes resultados:
1. Elemento Q4
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR}
El autovalor asociado al modo dSTR es negativo, y por tanto, el elemento
Q4 no captura la banda.
2. Elemento Q4SR
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR}
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El modo dSTR, asociado a un autovalor negativo, esta´ contenido en
todos los casos en el subespacio generador de d˙loc y por lo tanto, para
las tres direcciones consideradas, el elemento B no captura las bandas.
4. Elemento Q1/E4
d˙loc ∈ {dTR1,dTR2,dROT,dSTR,dBG1,dBG2}
En este caso, los autovalores correspondientes a los modos del subes-
pacio asociado a d˙loc son nulos: el elemento Q1/E4 captura las bandas
de localizacio´n.
En la figura 5.5 se muestra la direccio´n de la banda de localizacio´n, el
vector de polarizacio´n y el vector de velocidades nodales, que u´nicamente es
capturada por el elemento Q1/E4 en el estado tensional de corte.
Extensio´n simple.- La tasa del tensor de tensiones, correspondiente al
estado de extensio´n simple en deformacio´n plana, es:
σ˙ =
 0 0 00 σ˙ 0
0 0 σ˙/2

donde el te´rmino σ˙33 = σ˙/2 impone la incompresibilidad del flujo pla´stico.
La expresio´n anal´ıtica de la matriz de rigidez tangente del elemento per-
mite calcular d2Wloc en funcio´n de θ mediante (5.24). En la figura 5.6 se
representa la curva d2Wloc frente al a´ngulo θ, para las formulaciones de ele-
mentos consideradas. De acuerdo con estas curvas, los valores para los que
se anula d2Wloc se muestran en el cuadro 5.3.
Q4 — — — 90◦
Q4SR — — — 90◦
B ±13,8◦ — ±76,2◦ 90◦
Q1/E4 — ±45◦ — —
Cuadro 5.3: Extensio´n uniaxial en deformacio´n plana. Direcciones que anulan
d2Wloc
Para cada elemento y valor del a´ngulo θ recogidos en el cuadro 5.1 se ha
realizado un ana´lisis espectral de la matriz de rigidez tangente. Los resultados
obtenidos se muestran en el cuadro 5.4. Expresando el vector de velocidades
nodales correspondiente al movimiento de localizacio´n (5.33) como combina-
cio´n lineal de los autovectores de la matriz de rigidez tangente, se obtienen
los siguientes resultados:
5.14 Aplicaciones: Localizacio´n
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) µ/3 µ/3
Q4
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) µ µ
Q4RS
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±13,8◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −29487,18 ,81 10−2 ,81 10−2
±76,2◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −29487,18 −,78 10−4 −,78 10−4
90◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ −2(λ+ µ) (µ− 8λ)/27 (µ− 8λ)/27
B
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±45◦ 0 0 0 2(λ+ µ) 2µ 0 0 0
Q1/E4




El autovalor asociado al modo dSTR es negativo, y por tanto el elemento
Q4 no captura la banda.
2. Elemento Q4SR
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR}
En este elemento sucede exactamente lo mismo que con el Q4. Para el
elemento Q4SR el autovalor asociado a dSTR es igualmente negativo,






El modo dSTR, asociado a un autovalor negativo, esta´ contenido en
todos los casos en la combinacio´n lineal de d˙loc y por lo tanto, para
todos los a´ngulos, el elemento B no captura las bandas.
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4. Elemento Q1/E4
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR}
En este caso, los autovalores correspondientes a los modos del subes-
pacio asociado a d˙loc son nulos: el elemento Q1/E4 captura las bandas
de localizacio´n.
En la figura 5.5 se muestra la direccio´n de la banda de localizacio´n, el vec-
tor de polarizacio´n y el vector de velocidades nodales, que u´nicamente es
capturada por el elemento Q1/E4 en el estado de extensio´n simple.
Tensio´n Plana




Los valores que se adoptan para los coeficientes de Lame´ son los ya expresados
en 5.31. Para los estados tensionales de extensio´n algunos autovectores de la
matriz de rigidez difieren de los obtenidos anteriormente. En la figura 5.7 se
muestran los autovectores que se obtienen para dichos estados tensionales.
Corte puro.- En tensio´n plana, la expresio´n de la tasa del tensor de
tensiones en direcciones principales es la misma que en deformacio´n plana:
σ˙ =
 σ˙ 0 00 −σ˙ 0
0 0 0

El mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico viene dado por la expresio´n (5.21). La
direccio´n de polarizacio´n es:
m =
(
(6λ cos2 θ − 7λ+ 4µ cos2 θ − 6µ) cos θ




Para el elemento biunitario, el vector de velocidades correspondiente al mo-









((6λ+4µ) cos2 θ−7λ−6µ) cos θ(cos θ+sen θ)
sen θ((6λ+4µ) cos2 θ+λ+2µ)
cos θ + sen θ
−((6λ+4µ) cos
2 θ−7λ−6µ) cos θ(cos θ−sen θ)
sen θ((6λ+4µ) cos2 θ+λ+2µ)




En la figura 5.8 se muestra el valor de d2Wloc frente al a´ngulo θ. De la
curva anal´ıtica d2Wloc = d
2Wloc(θ) se obtienen las direcciones de la banda
que posiblemente captura cada elemento. Dichas direcciones se recogen en el
cuadro 5.5.
Q4 — — — 90◦
B ±11,7◦ — ±78,3◦ 90◦
Q1/E4 — ±45◦ — —
Cuadro 5.5: Estado tensional de corte en tensio´n plana. Direcciones que anu-
lan d2Wloc
Para verificar si los elementos capturan la banda de localizacio´n es nece-
sario hacer un ana´lisis espectral de las correspondientes matrices de rigidez
elementales. El vector (5.35) se expresa como combinacio´n lineal de los auto-
vectores obtenidos en el ana´lisis espectral, debiendo ser nulos los autovalores
asociados a dichos autovectores. En el cuadro 5.6, se muestran los autovalores
obtenidos para cada elemento y cada a´ngulo del cuadro 5.5.
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
90◦ 0 0 0 2µ3λ+2µλ+2µ 2µ −2µ 3λ+2µλ+2µ µ3 µ3
Q4
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±11,7◦ 0 0 0 2µ 3λ+2µλ+2µ 2µ −27838,83 −,47 10−3 −,47 10−3
±78,3◦ 0 0 0 2µ 3λ+2µλ+2µ 2µ −27838,83 −,24 10−3 −,24 10−3
90◦ 0 0 0 2µ 3λ+2µλ+2µ 2µ −2µ3λ+2µλ+2µ µ 2µ−15λ27(λ+2µ) µ 2µ−15λ27(λ+2µ)
B
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
±45◦ 0 0 0 2µ 3λ+2µλ+2µ 2µ 0 0 0
Q1/E4
Cuadro 5.6: Ana´lisis espectral de la matriz de rigidez. Estado de corte. Ten-
sio´n plana
Para cada valor del a´ngulo θ se obtiene un vector de localizacio´n d˙loc sin
ma´s que sustituir en (5.35). Expresando d˙loc como combinacio´n lineal de los
autovectores de las matrices de rigidez correspondientes, para cada elemento
se obtienen las siguientes conclusiones:
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1. Elemento Q4
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR}
El autovalor asociado al modo dSTR es negativo, por lo que el elemento








Para las tres orientaciones que se deben considerar, el modo dSTR, que
esta´ asociado a un autovalor negativo, esta´ contenido en el subespa-




Con este elemento, los autovalores asociados a los modos del subespacio
en el que esta´ contenido d˙loc son nulos. De aqu´ı se concluye que el
elemento captura las bandas para θ = ±45◦ En la figura 5.5 se muestra
el vector d˙loc para la banda a +45
◦.
Extensio´n uniaxial.- En este caso la tasa del tensor de tensiones es:
σ˙ =
 0 0 00 σ˙ 0
0 0 0

y la expresio´n del mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico es (5.20). La direccio´n
de polarizacio´n viene dada por:
m =
(
((9λ+ 6µ) cos2 θ − 9λ− 8µ) cos θ




siendo θ el a´ngulo que forma la normal a la banda con el eje x. Considerando
un elemento biunitario, el vector de velocidades nodales para el movimiento









((9λ+6µ) cos2 θ−9λ−8µ) cos θ(cos θ+sen θ)
sen θ((9λ+6µ) cos2 θ+3λ+4µ)
cos θ + sen θ
−((9λ+6µ) cos
2 θ−9λ−8µ) cos θ(cos θ−sen θ)
sen θ((9λ+6µ) cos2 θ+3λ+4µ)




A continuacio´n se obtiene la expresio´n anal´ıtica de la matriz de rigidez para
cada tipo de elemento. Con estas expresiones se opera en (5.24) y se obtienen
las expresiones de d2Wloc = d
2Wloc(θ). En la figura (5.9) se representan estas
curvas para cada uno de los elementos considerados.
Resolviendo d2Wloc(θ) = 0 se obtienen las posibles direcciones de la banda
de localizacio´n que cada elemento es susceptible de capturar. Dichas direc-
ciones se muestran en el cuadro 5.7.
Q4 ±24,2◦ — — — 90◦
B — ±25,1◦ — — 90◦
Q1/E4 — — ±29,5◦ ±54,7◦ 90◦
Cuadro 5.7: Extensio´n uniaxial en tensio´n plana. Direcciones que anulan
d2Wloc
Para estos valores del a´ngulo θ, es necesario realizar un ana´lisis espectral
de las matrices de rigidez. Los resultados de dicho ana´lisis se recogen en el
cuadro 5.82.
Por u´ltimo, es necesario expresar el vector d˙loc (5.37) como combinacio´n
lineal de los autovectores de la matriz de rigidez tangente, para comprobar
que los autovalores correspondientes a dichos autovectores no son negativos.
Para los elementos y orientaciones de la banda de localizacio´n recogidos en





El autovector dSTR, asociado a autovalores negativos para ambas di-
recciones, esta´ contenido en el subespacio generador de la direccio´n de






La situacio´n descrita para el elemento Q4 es igualmente va´lida para el
elemento B.
2Para θ = 90◦, la matriz de rigidez del elemento Q1/E4 tiene te´rminos que tienden a
±∞, por lo que no es posible efectuar el ana´lisis espectral





Para θ = 29,5◦, el elemento Q1/E4 no captura la banda por lo ya
comentado. Sin embargo, para θ = 54,7◦ todos los autovalores corres-
pondientes a los autovectores asociados al vector d˙loc, son nulos. Por
tanto, el elemento Q1/E4 captura la banda de localizacio´n a θ = 54,7◦.
El vector de velocidades nodales correspondiente al movimiento de lo-
calizacio´n es en este caso:
d˙loc =
(










En la figura 5.10 se muestra el vector de polarizacio´n y el vector de veloci-
dades nodales, para la banda a +54,7◦.
Extensio´n equibiaxial En este caso la tasa del tensor de tensiones es:
σ˙ =
 σ˙ 0 00 σ˙ 0
0 0 0

y la expresio´n del mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico es (5.20). La direccio´n
de polarizacio´n viene dada por:
m = (cos θ, sen θ) (5.38)
siendo θ el a´ngulo que forma la normal a la banda con el eje x. Considerando
un elemento biunitario, el vector de velocidades nodales para el movimiento









(cos θ+sen θ) cos θ
sen θ
cos θ + sen θ
(− cos θ+sen θ) cos θ
sen θ− cos θ + sen θ

(5.39)
La figura 5.11 muestra la evolucio´n de d2Wloc frente al a´ngulo θ para cada
uno de los elementos considerados. De esta figura se concluye que la banda
de localizacio´n esta´ orientada a 90◦.
Efectuando el ana´lisis espectral se obtienen los resultados del cuadro 5.93.
3Al igual que suced´ıa en el estado uniaxial, para θ = 90◦, la matriz de rigidez del
elemento Q1/E4 tiene te´rminos que tienden a ±∞, por lo que no es posible efectuar el
ana´lisis espectral
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En este caso, el vector d˙loc (5.39) esta´ generado por el subespacio:
d˙loc ∈ {dTR2,dVOL,dSTR, }
para los elementos Q4 y B. Dado que el autovalor asociado a dVOL es nega-
tivo, los elementos no capturan la banda de localizacio´n.









Figura 5.2: Localizacio´n. Elemento de referencia.
TR1 TR2 ROT VOL
SHR STR BG1 BG2



























Figura 5.5: Orientacio´n de las bandas y movimiento de localizacio´n. Banda
a +45◦



















Figura 5.6: Extensio´n uniaxial en deformacio´n plana. Tasa de la energ´ıa de
localizacio´n.
TR1 TR2 ROT VOL (MX1)
SHR STR (MX2) BG1 BG2






































Figura 5.9: Extensio´n uniaxial. Tasa de la energ´ıa de localizacio´n. Tensio´n
plana
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θ TR1 TR2 ROT VOL (MX1) SHR
24,2◦ 0 0 0 38549,23 2µ








θ STR (MX2) BG1 BG2
















θ TR1 TR2 ROT VOL(MX1) SHR
25,1◦ 0 0 0 38597,95 2µ








θ STR(MX2) BG1 BG2


















θ TR1 TR2 ROT VOL(MX1) SHR STR(MX2) BG1 BG2
29,5◦ 0 0 0 38840,93 23076,92 −16156,06 26103,02 −6813,80
54,7◦ 0 0 0 39473,68 23076,92 0 0 0
90◦ — — — — — — — —
Q1/E4
Cuadro 5.8: Ana´lisis espectral de la matriz de rigidez. Extensio´n uniaxial.
Tensio´n plana
θ TR1 TR2 ROT VOL SHR STR BG1 BG2
Q4 0 0 0 −2µ 2µ 2µ µ3 µ3
B 0 0 0 −2µ 2µ 2µ 17µ27 17µ27
Q1/E4 — — — — — — — —




























Figura 5.11: Estado biaxial. Tasa de la energ´ıa de localizacio´n. Tensio´n plana
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5.2.5. Ejemplos
En este apartado se analizan dos ejemplos de formacio´n de bandas de
localizacio´n, resueltos nume´ricamente con distintas familias de elementos fi-
nitos: Q4, Q1/P0 (Garino, 1993) y los elementos mejorados Q1/E4, Q1/ES4
y Q1/ET4 (Simo´ y Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a; Glaser y Armero, 1995).
Los elementos se formulan en el contexto de la plasticidad con grandes de-
formaciones, empleando el modelo constitutivo descrito en el cap´ıtulo 3. El
modelo constitutivo y todos los elementos los ha implementado el autor de
este trabajo en el programa de elementos finitos FEAP (Taylor, 1999).
Ensayo de localizacio´n de un elemento
u
5,0
Figura 5.12: Ensayo de localizacio´n de
un elemento
Este ejemplo, propuesto inicial-
mente para pequen˜as deformacio-
nes en (Ortiz et al., 1987), y em-
pleado tambie´n para grandes defor-
maciones (modificando las condicio-
nes de contorno) en (Simo´ et al.,
1993a), evalu´a las prestaciones de
los elementos para capturar bandas
de localizacio´n. En la figura 5.12
se define la geometr´ıa y condiciones
de contorno impuestas. El despla-
zamiento aplicado al ve´rtice supe-
rior es u = 10. Las caracter´ısticas
meca´nicas ela´sticas son E = 206,9
y ν = 0,29. La tensio´n de fluencia
es 0.45 y la ley de saturacio´n para
el endurecimiento:
σY = 0,45 + 0,26
(
1− e−16,93εp)− 0,13εp
El problema se ha resuelto empleando reglas de integracio´n de cuatro, cinco
y nueve puntos de Gauss para los elementos mejorados.
En las figuras 5.13, 5.14 y 5.15 se muestran las deformadas obtenidas para
las distintas reglas de integracio´n empleadas. De estas figuras es de destacar
la diferencia de los resultados obtenidos con unos y otros elementos, e incluso
al emplear un mismo elemento con distintas reglas de integracio´n.
En la figura 5.16 se muestra la evolucio´n de la energ´ıa interna incremen-
tal frente al desplazamiento impuesto. Suponiendo que las deformaciones
ela´sticas son pequen˜as y que por tanto pra´cticamente toda la energ´ıa de de-
formacio´n es de naturaleza inela´stica, menores valores de la energ´ıa disipada
dan lugar a bandas ma´s estrechas. Con este criterio, en este ejemplo la banda
ma´s estrecha se obtiene con el elemento Q1/E4, independientemente de la
regla de integracio´n empleada. Asimismo, se puede comprobar que las re-
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glas de cinco y nueve puntos rigidizan el elemento, dando lugar a bandas de
localizacio´n ma´s anchas que las que se obtendr´ıan con cuatro puntos.
 Elemento Q4                                                
               Time = 1.00E+00
Q4
 Elemento P0                                                
               Time = 1.00E+00
Q1/P0
 Elemento E4 (4 G.P.)                                       
               Time = 1.00E+00
Q1/E4
 Elemento ES4                                               
               Time = 1.00E+00
Q1/ES4
 Elemento ET4                                               
               Time = 1.00E+00
Q1/ET4
Figura 5.13: Deformadas. 4 puntos de Gauss.
 Elemento E4 (5 G.P.)                                       
               Time = 1.00E+00
Q1/E4
               Time = 1.00E+00
 Elemento ES4 (5 G.P.)                                      
Q1/ES4
 Elemento ET4 (5 G.P.)                                      
               Time = 1.00E+00
Q1/ET4
Figura 5.14: Deformadas. 5 puntos de Gauss.
 Elemento E4 (9 G.P.)                                       
               Time = 1.00E+00
Q1/E4
 Elemento ES4 (9 G.P.)                                      
               Time = 1.00E+00
Q1/ES4
 Elemento ET4 (9 G.P.)                                      
               Time = 1.00E+00
Q1/ET4
Figura 5.15: Deformadas. 9 puntos de Gauss.
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Figura 5.16: Evolucio´n incremental de la energ´ıa interna para reglas de inte-
gracio´n de 4, 5 y 9 puntos de Gauss
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A continuacio´n se analiza la participacio´n de los autovectores de la matriz
de rigidez elemental, durante el proceso de deformacio´n. Estos autovectores
se muestran en la figura 5.17.
TR1 TR2 ROT VOL
STR SHR BG1 BG2
Figura 5.17: Autovectores de la matriz de rigidez elemental
Sean ei los modos normalizados (respecto de la norma eucl´ıdea) y d
e
el vector de desplazamientos nodales. Expresando de como la combinacio´n





la contribucio´n pi de cada modo al vector de desplazamientos nodales se
obtiene mediante la proyeccio´n:
pi = d
e · ei i = 1 . . . 8 (5.41)
En las figuras 5.18, 5.19 y 5.20 se muestra la evolucio´n de las contribucio-
nes pi de cada modo, empleando 4, 5 y 9 puntos de Gauss, respectivamente.
De estas curvas se extraen las siguientes conclusiones:
– La evolucio´n de los modos de rotacio´n infinitesimal de so´lido r´ıgido
(ROT) y estiramiento (STR) es la misma para todos los elementos y
todas las reglas de integracio´n.
– Excluyendo los modos de so´lido r´ıgido, la contribucio´n del resto de los
modos en el elemento Q4 es pra´cticamente despreciable comparada con
la de los dema´s elementos.
– La respuesta del elemento Q1/P0 es muy parecida a la del elemento
Q1/ET4 para los modos de corte y volume´trico, y ligeramente similar
a la del elemento Q1/ES4 para los modos de flexio´n (BG1 y BG2).
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– Para los elementos mejorados, las reglas de integracio´n con cuatro y
cinco puntos de Gauss dan resultados ma´s r´ıgidos que con cuatro puntos
de Gauss.
– La participacio´n de los modos de corte (SHR) y volume´trico (VOL) son
mayores en el elemento Q1/E4 que Q1/ES4 y Q1/ET4.
Dado que la regla de integracio´n de cuatro puntos presenta problemas de
subintegracio´n en los elementos con formulacio´n de deformaciones mejoradas
(Simo´ et al., 1993a), es interesante comparar los resultados obtenidos con
cinco y nueve puntos de Gauss. Aunque en general, la solucio´n calculada con
cinco puntos es ma´s r´ıgida que la calculada con nueve puntos, analizando las
contribuciones de cada modo se puede concluir que:
– Empleando cinco puntos de Gauss no se obtiene una solucio´n signifi-
cativamente ma´s r´ıgida para los modos de corte (SHR) y volume´trico
(VOL).
– En los modos de flexio´n (BG1 y BG2) la regla de cinco puntos da
soluciones notablemente ma´s r´ıgidas para el elemento Q1/ES4.
Por u´ltimo,para investigar las prestaciones de los elementos para capturar
bandas de localizacio´n, se ha analizado el valor del determinante del tensor
acu´stico a lo largo del proceso de carga. En una primera fase se han calcu-
lado los valores de det(Q) para orientaciones de la banda a 0◦, ±15◦, ±30◦,
±45◦, ±60◦, ±75◦ y 90◦. Los valores mı´nimos de det(Q) se presentan cuan-
do las bandas se desarrollan segu´n las diagonales del elemento. Para esta
orientacio´n, en la figura 5.21 se muestra la evolucio´n del valor de det(Q) nor-
malizado con el valor del re´gimen ela´stico frente al desplazamiento u, para los
elementos y reglas de integracio´n considerados. De la interpretacio´n de estas
curvas se concluye que cuando comienza el flujo pla´stico, el tensor acu´stico se
hace decreciente para el elemento Q4, y presenta un mı´nimo para los dema´s
elementos. Dicho mı´nimo se alcanza antes para los elementos con deforma-
ciones supuestas que para el elemento mixto Q1/P0. Para los elementos de
deformaciones supuestas estos resultados son los mismos con independencia





























































































































Figura 5.18: Evolucio´n de los modos de la matriz de rigidez. Regla de inte-
gracio´n de 4 puntos de Gauss












































































































Figura 5.19: Evolucio´n de los modos de la matriz de rigidez. Regla de inte-













































































































Figura 5.20: Evolucio´n de los modos de la matriz de rigidez. Regla de inte-
gracio´n de 9 puntos de Gauss





































































































































Figura 5.21: Evolucio´n del determinante del tensor acu´stico para reglas de
integracio´n de 4, 5 y 9 puntos de Gauss
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Figura 5.22: Malla de
elementos finitos.
Este ejemplo, que analiza la formacio´n de ban-
das de localizacio´n en una probeta traccionada en
deformacio´n plana, lo han analizado anteriormente
(Simo´ y Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a; Armero
y Glaser, 1997). En una primera fase del proceso de
deformacio´n, la probeta se mantiene en un estado
de deformacio´n homoge´nea. Posteriormente, mien-
tras que se alcanza el valor de la carga ma´xima apli-
cada, comienza a desarrollarse una estriccio´n para
la cual la distribucio´n de deformaciones pla´sticas en
el cuello es difusa. En la u´ltima fase del proceso, la
deformacio´n de la probeta es tal que se desarrollan
dos bandas de localizacio´n que forman 45◦ con la di-
reccio´n axial de carga. En esta fase, la deformacio´n
pla´stica se localiza en dichas bandas.
Las dimensiones de la probeta son 12,826 ×
53,334, discretiza´ndose una cuarta parte por las con-
diciones de simetr´ıa del problema. La malla emplea-
da, que se muestra en la figura 5.22, tiene 10 × 20
elementos. Para que se desarrollen las bandas de lo-
calizacio´n se introduce una imperfeccio´n geome´trica
que consiste en disminuir el ancho de la probeta en la
seccio´n central en un 1,8% respecto de la seccio´n ex-
trema, siendo lineal la variacio´n del ancho entre una
y otra. El ana´lisis se realiza con control de desplaza-
mientos. La ley de endurecimiento empleada corres-
ponde a la doble para´bola propuesta en (Ortiz et al., 1987):
σY = σ0
(




siendo: σ0 = 0,45 y
A = −14,5; B = 5,8; C = 1; para εp ≤ 0,2
A = −2,8642; B = 1,1457; C = 1,4654; para εp ≥ 0,2
En este trabajo se comparan los resultados obtenidos con los elementos
con formulacio´n en desplazamientos Q4, el elemento mixto de presio´n cons-
tante Q1/P0, y los elementos Q1/E4, Q1/ES4 y Q1/ET4 integrados con 4,
5 y 9 puntos de Gauss.
En la figura 5.23 se muestran las deformadas y los contornos de defor-
macio´n pla´stica obtenidos con los elementos Q4, Q1/P0 y Q1/E4 integrado
con la regla de cuatro puntos de Gauss. De esta figura se concluye que la
cinema´tica de los elementos mejorados es la u´nica que captura la banda con
nitidez, aunque las deformaciones pla´sticas muestran una ligera tendencia a
localizarse tambie´n en el elemento Q1/P0.
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Figura 5.23: Traccio´n de una probeta en deformacio´n plana. Deformadas y
contornos de deformacio´n pla´stica efectiva
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Con objeto de comparar la respuesta de los distintos elementos mejo-
rados, en la figura 5.24 se muestran las deformadas obtenidas con los ele-
mentos Q1/E4, Q1/ES4 y Q1/ET4 integrados con cinco puntos de Gauss.
Como puede observarse las bandas se capturan n´ıtidamente con los elementos
Q1/E4 y Q1/ES4 y esta´n ma´s difusas con Q1/ET4.
Q1/E4 Q1/ES4 Q1/ET4
Figura 5.24: Deformadas obtenidas con la regla de 5 puntos de Gauss
Asimismo, en la figura 5.25 se muestra un detalle de las bandas obtenidas
con el elemento Q1/E4 para las distintas reglas de integracio´n.
               Time = 1.00E+00
 ** Plain strain localization. Q1/E4 (5 GP)                 
Time = 9.97E-01
4 P.G 5 P.G 9 P.G
Figura 5.25: Elemento Q1/E4. Deformadas obtenidas con las distintas reglas
de integracio´n
De los resultados que se muestran en las figuras 5.24 y 5.25 se puede
concluir que para este ejemplo, la regla de integracio´n de cinco puntos da
lugar a resultados ma´s r´ıgidos, y que el elemento Q1/ET4 es ma´s r´ıgido que
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el elemento Q1/ES4 que a su vez lo es ma´s que el elemento Q1/E4. Esta
conclusio´n sobre la variacio´n de la rigidez con el orden de la cuadratura, y
con el tipo de elemento se corrobora con las curvas Fuerza-Desplazamiento




















Figura 5.26: Curva Fuerza-Desplazamiento para los elementos Q4, Q1/P0 y


















Figura 5.27: Curva Fuerza-Desplazamiento para los elementos mejorados in-
tegrados con 5 puntos de Gauss
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5.2.6. Conclusiones
En este apartado se han analizado las prestaciones de distintas familias
de elementos, con formulacio´n en deformaciones supuestas, para capturar
bandas de localizacio´n en problemas con plasticidad de Von Mises. Para ello
se han empleado dos metodolog´ıas:
1. Ana´lisis del tasa de segundo orden de la energ´ıa interna, empleando
el criterio propuesto en (Steinmann y Willam, 1991; Steinmann y Wi-
llam, 1990). La aportacio´n realizada a esta metodolog´ıa es la solucio´n
anal´ıtica de la misma mediante un programa de a´lgebra simbo´lica (Ma-
ple, 1991a), que permite obtener resultados de cara´cter ma´s general.
2. Solucio´n mediante elementos mejorados con formulacio´n en grandes
desplazamientos de ejemplos en los que se produce localizacio´n, ana-
lizando la contribucio´n de los distintos modos de deformacio´n de la
matriz de rigidez y la evolucio´n del determinante del tensor acu´stico.
Del ana´lisis anal´ıtico de las prestaciones de los elementos para capturar las
bandas se concluye:
1. De los elementos analizados, u´nicamente capturan bandas de localiza-
cio´n los elementos con formulacio´n de deformaciones mejoradas.
2. En deformacio´n plana las capturan a ±45◦, para estados tensionales de
corte puro y extensio´n simple.
3. En tensio´n plana, las bandas se capturan a ±45◦ en corte puro. Para
el estado de extensio´n uniaxial se capturan a ±35,3◦ con la direccio´n
de extensio´n.
De los ejemplos analizados se pueden extraer las siguientes conclusiones:
1. Los elementos mejorados capturan adecuadamente las bandas de locali-
zacio´n para determinadas orientaciones. En este sentido, la cinema´tica
del elemento Q1/ET4 da lugar a que se formen bandas algo ma´s dis-
persas.
2. El aumento del orden de la cuadratura de Gauss, especialmente la regla
de cinco puntos, mejora la estabilidad de los elementos pero rigidiza
ligeramente el comportamiento post-fallo de los mismos.
5.3. Localizacio´n en materiales cohesivo-friccionales
5.3.1. Introduccio´n
El modelo de Von-Mises, empleado en las aplicaciones del apartado an-
terior, describe adecuadamente el comportamiento de los metales. Existen
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otros materiales en ingenier´ıa que no se pueden representar adecuadamente
con los modelos elastopla´sticos independientes de la presio´n: suelos, rocas,
hormigo´n, etc. Estos materiales se denominan de forma gene´rica materiales
cohesivo-friccionales. En la pra´ctica, la formacio´n de las bandas de localiza-
cio´n en estos materiales se presenta en feno´menos de inestabilidad de taludes,
de hundimiento de cimentaciones, rotura de depo´sitos arenosos densos sobre
superficies rocosas, etc.
El objetivo de esta parte del cap´ıtulo es analizar las prestaciones de los
elementos de deformaciones mejoradas supuestas para capturar bandas de lo-
calizacio´n de deformaciones, empleando modelos constitutivos no asociativos.
La falta de asociatividad y la dilatancia pueden producir inestabilidades del
material que den lugar a la formacio´n de bandas de localizacio´n, incluso sin
reblandecimiento. El aumento de volumen asociado al a´ngulo de dilatancia
induce una disminucio´n del a´ngulo de rozamiento interno. En consecuen-
cia las tensiones pueden disminuir al aumentar la deformaciones, incluso en
materiales con endurecimiento. En primer lugar se describe el modelo cons-
titutivo empleado, que es el de Drucker-Prager. A continuacio´n se analizan
tres ejemplos en los que se muestran algunas consecuencias pra´cticas de la no
asociatividad del modelo. Por u´ltimo se analizan varios problemas cla´sicos
de la meca´nica de suelos en los cuales una vez desarrolladas las bandas de
localizacio´n, se alcanza la rotura.
5.3.2. Modelo constitutivo
En este trabajo, el modelo constitutivo empleado para representar el com-
portamiento de los materiales cohesivo-friccionales es el de Drucker-Prager.
Este modelo, muy extendido y simple, incorpora la dependencia del primer
invariante del tensor de tensiones y del segundo invariante del tensor de ten-
siones desviadoras de Cauchy.
La funcio´n de fluencia viene definida por:
F (σ, α, k) = αI1 +
√
J2 − k (5.42)
donde I1, J2 son los invariantes:




s · s; s = σ − 1
3
I11 (5.44)
La funcio´n F define un cono en el espacio de tensiones. Las constantes α y
k de (5.42) se pueden relacionar con las constantes del criterio de fluencia de
Mohr-Coulomb: la cohesio´n c y el a´ngulo de rozamiento interno φ. El ajuste
de ambas superficies se puede realizar de diversas formas (Chen y Saleeb,
1982). En este trabajo el cono de Drucker-Prager se ajusta a la pira´mide
hexagonal de Mohr-Coulomb haciendo que pase por los ve´rtices del hexa´gono
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Figura 5.28: Ajuste de las superficies
de fluencia de Drucker-Prager y Mohr-
Coulomb
El flujo pla´stico del material no
depende de la velocidad de de-






siendo la expresio´n de la funcio´n
potencial pla´stico:
G(σ, β) = βI1 +
√
J2 (5.48)
El para´metro β se expresa en
te´rminos del a´ngulo de dilatan-




Observacio´n 5.3.1 Para valores de β 6= α el modelo de Drucker-Prager es
no asociativo y deja de verificarse el principio de ma´xima disipacio´n pla´sti-
ca. Algunas consecuencias pra´cticas de la no asociatividad se analizan en el
apartado 5.3.3.
Por u´ltimo, es necesario definir la ley de evolucio´n de las variables internas
o criterio de endurecimiento. Se toma como variable que cuantifica el dan˜o








Con la evolucio´n de ε˙p queda definida la evolucio´n de otras variables internas
(tensio´n de fluencia, cohesio´n, a´ngulo de rozamiento interno, etc.) mediante
la definicio´n de una ley de endurecimiento.
En este trabajo se han implementado dos leyes de endurecimiento:
1. Relacio´n tensio´n de fluencia Y - deformacio´n pla´stica efectiva εp, me-
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Esta ley de endurecimiento tiene la ventaja de poder interpretarse co-
mo una generalizacio´n de las leyes de endurecimiento definidas en la
plasticidad de Von-Mises. Dado que la tensio´n de fluencia uniaxial se




la ecuacio´n (5.51) se puede interpretar como una ley que define la evo-
lucio´n de la cohesio´n. Desde un punto de vista geome´trico, esta ley de
endurecimiento se traduce en una expansio´n del cono de Drucker-Prager
manteniendo constante el a´ngulo de rozamiento interno. En la pra´ctica
esta ley es aplicable a materiales con elevada capacidad cohesiva.
2. Relacio´n a´ngulo de rozamiento interno φ y deformacio´n pla´stica efectiva
εp. La relacio´n implementada es la propuesta por (Leroy y Ortiz, 1989):







si εp ≤ εpsat (5.53)
α = αsat si ε
p = εpsat (5.54)
siendo α, α0 y αsat los valores que resultan de sustituir φ, φ0 y φsat
en (5.45), respectivamente. Esta ley de endurecimiento establece una
transicio´n suave del a´ngulo de rozamiento interno desde un valor inicial
φ0 hasta un valor ma´ximo φsat que se alcanza cuando la deformacio´n
pla´stica efectiva llega a valer εpsat. En este caso el endurecimiento se
traduce en una variacio´n del semia´ngulo del cono de Drucker-Prager.
En el contexto de la meca´nica de suelos la ley φ- εp se obtiene mediante
ensayos triaxiales que son ma´s habituales que el ensayo de compresio´n
simple necesario para obtener la ley Y - εp.
El a´ngulo de dilatancia se supone constante. La integracio´n nume´rica de
las ecuaciones constitutivas y su implementacio´n en un programa de elemen-
tos finitos se explica en el ape´ndice A. U´nicamente es de destacar aqu´ı que
la zona del ve´rtice del cono de la superficie potencial, desde el punto de
vista nume´rico es inestable, ya que la actualizacio´n de las tensiones en es-
ta zona puede estar mal definida o incluso indeterminada. Para evitarlo, la
zona del ve´rtice se sustituye por un casquete esfe´rico (Leroy y Ortiz, 1990)
manteniendo la continuidad de la normal a la superficie potencial.
5.3.3. Consecuencias de la no asociatividad
La dilatancia es el feno´meno que da lugar al cambio de volumen asociado a
las deformaciones pla´sticas de corte de un material. Este feno´meno se observa
en los materiales granulares incluyendo los de tipo cohesivo como el hormigo´n
o las rocas. Una medida de este feno´meno la da el a´ngulo de dilatancia ψ, que
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representa la tasa de cambio de volumen no recuperable (“volumen pla´stico”)





Observacio´n 5.3.2 En sentido estricto, esta igualdad se verifica solamente
en el ensayo de corte simple (Vermeer y de Borst, 1984).
El a´ngulo de dilatancia es aproximadamente constante cerca de la resistencia
de pico, y su valor es significativamente menor que el a´ngulo de rozamiento
interno. La importancia, desde el punto de vista ingenieril, del feno´meno de
la dilatancia se puede comprobar incluso con ejemplos sencillos, de cara´cter
acade´mico. A continuacio´n se muestra la influencia del a´ngulo de dilatancia
en tres casos:
1. Flecha de un arco sometido a peso propio
2. Curva tensio´n-deformacio´n en un ensayo de corte isoco´rico
3. Carga l´ımite en el ensayo de corte puro
Ejemplo 5.1 Se considera un arco semicircular de radio interior rint = 16
m. y radio exterior rint = 16,5 m. Las propiedades meca´nicas corresponden a
un hormigo´n con E = 3,2573 · 1010 Pa, ν = 0,2, φ = 33,6◦ e Y = 2,45 · 107
Pa. con plasticidad perfecta. El arco esta´ sometido a la accio´n de peso propio
siendo el peso espec´ıfico w = 22563 N/m3, impuesto de forma linealmente
creciente. Se consideran los casos en que el a´ngulo de dilatancia tiene un
valor realista de ψ = 8,6◦, y el caso en que ψ = φ imponiendo as´ı la condicio´n
de asociatividad.
En la figura 5.29 se muestra la malla de elementos finitos y en la figura
5.30, la evolucio´n de la flecha a lo largo del proceso de carga. La flecha ob-
tenidas en el caso no asociativo es un 10,93% mayor que la correspondiente
al modelo asociativo.
Ejemplo 5.2 Este ejemplo, desarrollado en (Vermeer y de Borst, 1984),
corresponde a un ensayo de corte simple en el que se obtiene la curva τxy -
γxy para distintos valores del a´ngulo de dilatancia. Las propiedades meca´nicas
adoptadas son:
E = 45,0, ν = 0,2, φ = 20,0◦, Y = 0,05, H = 0
y se consideran los a´ngulos de dilatancia ψ = 15◦, ψ = 0◦ y ψ = −3◦.
En la figura 5.31 se muestra la curva τxy - γxy obtenida para cada valor de
la dilatancia. De esta curva es de destacar que a pesar de que el material
no tiene endurecimiento, la respuesta tensio´n deformacio´n puede presentar
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endurecimiento o ablandamiento. Este resultado es debido a que el ensayo se
realiza imponiendo la condicio´n de isocoricidad y se impiden por tanto los
cambios de volumen debidos a la dilatancia.
Ejemplo 5.3 En este ejemplo se analiza el ensayo de corte puro (sin restric-
cio´n isoco´rica). El objeto es mostrar que el valor de la tensio´n l´ımite depende
fuertemente del estado de tensiones inicial. Se considera un material con las
siguientes propiedades meca´nicas:
E = 45,0, ν = 0,2, φ = 43,0◦, Y = 1,0, H = 0
y a´ngulo de dilatancia ψ = 15◦. Como estados tensionales iniciales se toman:
– Estado A: σxx = −2,5 · 10−1, σyy = −1, σzz = −2,5 · 10−1
– Estado B: σxx = −5 · 10−1, σyy = −2, σzz = −5 · 10−1
Para imponer estos estados se ha aplicado la carga correspondiente a los
estados iniciales en un primer paso ela´stico. A continuacio´n en un segundo
paso se imponen los desplazamientos correspondientes al estado de corte puro,
manteniendo las cargas aplicadas en el paso anterior.
La respuesta τxy-γxy se muestra en la figura 5.32. Como se puede com-
probar se alcanza una tensio´n tangencial l´ımite con el estado inicial B que
es un 81% superior a la obtenida con el estado A.
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Figura 5.30: Flecha de un arco semicircular sometido a peso propio. Modelos
de Drucker-Prager asociativo y no asociativo



























Figura 5.31: Ensayo de corte simple. Influencia del a´ngulo de dilatancia en
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Figura 5.32: Ensayo de corte puro con tensiones iniciales. Carga l´ımite
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5.3.4. Feno´menos de localizacio´n de deformaciones
El mecanismo de formacio´n de bandas en las que se localizan las defor-
maciones de corte es distinto segu´n el material que se considere, aunque en
todos los casos esta´ asociado a inestabilidades en el comportamiento inela´sti-
co del so´lido. En suelos, los deslizamientos intergranulares se comportan co-
mo pequen˜as bandas de deformacio´n que coalescen para formar una linea de
deslizamiento claramente definida. En rocas y hormigones el feno´meno de ini-
ciacio´n y coalescencia es la formacio´n de microfisuras que evolucionan dando
lugar a fisuras macrosco´picas de acuerdo con las teor´ıas de la meca´nica de la
fractura.
Los primeros estudios de localizacio´n en materiales friccionales de Mohr-
Coulomb se deben a Mandel (Kravtchenko y Sirieysj, 1964), que establece
la expresio´n del mo´dulo de endurecimiento cr´ıtico en funcio´n de los a´ngulos
de rozamiento y dilatancia. Posteriormente en (Rudnicki y Rice, 1975) se
presenta un estudio similar para materiales rocosos, empleando modelos de
Drucker-Prager. En este trabajo establecen que en modelos no asociativos
la localizacio´n se puede presentar incluso en materiales con endurecimiento.
A continuacio´n en (Vardoulakis, 1980) se generalizan los resultados de Man-
del empleando modelos de Mohr-Coulomb, y se establece la metodolog´ıa de
ca´lculo de las direcciones de las bandas de localizacio´n.
En este trabajo se presentan diversos ejemplos de localizacio´n en materia-
les cohesivo-friccionales empleando modelos constitutivos de Drucker-Prager.
Para ello se aprovecha el hecho de que la dilatancia provoca una disminucio´n
de la tensio´n efectiva que conduce a una disminucio´n de la capacidad desvia-
dora del material, favoreciendo la localizacio´n de las deformaciones. El objeto
es mostrar las prestaciones de los elementos de deformaciones supuestas, cu-
ya formulacio´n se ha descrito en el cap´ıtulo 2, para capturar dichas bandas.
Los modelos de continuo empleados son modelos locales. Una limitacio´n de
esta formulacio´n es que el ancho de la banda no esta´ definido en el modelo y
en ausencia de efectos te´rmicos o dina´micos, como es el caso, el ancho queda
determinado por el taman˜o de los elementos.
5.3.5. Ejemplos
Ensayos de compresio´n y de traccio´n
El objetivo de este ejemplo es analizar la respuesta del modelo para dis-
tintos estados de carga en los que se alcanza el colapso estructural de una
probeta. Para ello se evalu´a la evolucio´n de la ra´ız del segundo invarian-
te del tensor desviador de tensiones
√
J2 frente a la presio´n p, y la curva
Fuerza-Para´metro de carga F -t. Se consideran los casos en los que el modelo
elastopla´stico es asociativo (ψ = φ) y no asociativo con ψ = 5◦. La probeta
tiene forma cuadrada con la hipo´tesis correspondiente a deformacio´n plana,
para los estados de carga de traccio´n, compresio´n y traccio´n-compresio´n que
se describira´n ma´s adelante.
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= −5; ν = 0,2; φ = 15◦ (5.56)
Compresio´n uniaxial
En este estado los desplazamientos se aplican so´lo en una direccio´n, en sentido
de compresio´n. Las figuras 5.33 y 5.34 muestran la evolucio´n de
√
J2 frente
a p, y de la fuerza Fv en la direccio´n de carga frente al factor de carga t
(proporcional al desplazamiento impuesto), respectivamente.
En ambas se ha indicado el punto A en que comienza el flujo pla´stico.
Entre el punto A y B aumentan las tensiones desviadoras y la presio´n, hasta
alcanzar la probeta en B la ma´xima capacidad resistente (ma´ximo de la
fuerza aplicada).
En la rama post-pico hay un tramo, a partir del punto B y hasta el punto
C, que disminuye la capacidad desviadora de la probeta y aumenta la presio´n.
A partir del punto C disminuyen tanto
√
J2 como la presio´n. En este tramo
la probeta va perdiendo su capacidad resistente hasta volver al origen de los
ejes p-
√
J2, instante en el que la fuerza aplicada se anula. Puede observarse














































Figura 5.34: Compresio´n uniaxial. Curva Fuerza-Para´metro de carga
Traccio´n uniaxial
En este caso se analiza el colapso de la probeta en traccio´n uniaxial. Las figu-
ras 5.35 y 5.36 muestran respectivamente para este caso, la evolucio´n de
√
J2
frente a p, y la de la fuerza Fv (en direccio´n de los desplazamientos impuestos)
frente al factor de carga t (proporcional al desplazamiento impuesto).
En el punto A comienza el flujo pla´stico y en ese instante se alcanza
el ma´ximo de la fuerza aplicada (en el ensayo de compresio´n el ma´ximo se
alcanza con posterioridad al inicio de la plasticidad). Entre el punto A y B
disminuye la capacidad desviadora y aumenta la presio´n en la probeta hasta
alcanzar su ma´ximo en el punto B. A partir de B disminuye J2 y la presio´n
hasta retornar al origen, instante en el cual la fuerza aplicada se anula.
Al contrario de lo que suced´ıa en el ensayo de compresio´n, la carga l´ımite
no depende del valor de la dilatancia.













































Figura 5.36: Traccio´n uniaxial. Curva Fuerza-Para´metro de carga
Traccio´n-Compresio´n biaxial
En este caso se imponen los desplazamientos en dos direcciones paralelas a
los lados del elemento. Las figuras 5.37 y 5.38 vuelven a mostrar la evolucio´n
de
√
J2 frente a p, y la de la fuerza Fv (en direccio´n de traccio´n) frente al
factor de carga t.
En la figura 5.37 el flujo pla´stico comienza en el punto A. A partir de A,
la trayectoria en el plano p-
√
J2 es una recta que se dirige hacia el ve´rtice del
cono de Drucker-Prager (que en este caso esta´ regularizado con un casquete
esfe´rico), disminuyendo la capacidad desviadora y aumentando la presio´n
hasta llegar a B. En el tramo AB de la figura 5.38,la fuerza aplicada aumenta
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linealmente. Al alcanzar el punto B, la probeta colapsa y la fuerza aplicada
alcanza un valor constante. En el plano p-
√
J2 (figura 5.37), el punto B es un
“atractor” de la trayectoria: la probeta alcanza la rotura y mientras aumentan
los desplazamientos impuestos la capacidad desviadora se mantiene nula y se
llega a una presio´n residual que permanece constante.
En este caso el valor de la dilatancia no influye en la forma de la tra-
yectoria en el plano p-
√
J2, ni en el valor de la carga l´ımite. La dilatancia
u´nicamente produce un aumento de rigidez de la probeta entre el comienzo
del flujo pla´stico y el colapso, que hace que este se alcance con un valor de











































Figura 5.38: Compresio´n-Traccio´n biaxial. Curva Fuerza-Para´metro de carga
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Estabilidad de un talud vertical
En este ejemplo y en los siguientes se examina la capacidad de los ele-
mentos con deformaciones mejoradas supuestas para capturar bandas de lo-
calizacio´n de deformaciones en problemas t´ıpicos de la meca´nica de suelos,
en los que de alguna manera se alcanza un mecanismo de rotura. La com-
plejidad del comportamiento de este tipo de materiales requiere de modelos
constitutivos complejos y ma´s elaborados que el utilizado en este trabajo. No
obstante y como ya se ha indicado, el objetivo de estos ejemplos es u´nica-
mente evaluar las prestaciones de los elementos mejorados para predecir el
mecanismo de colapso. El modelo constitutivo empleado en estos ejemplos es
el modelo modificado de Drucker-Prager propuesto en (Leroy y Ortiz, 1989).
Se considera un talud vertical cuyas dimensiones son 12 m × 12 m. El
peso espec´ıfico es 10000 N/m3, y se aplica de manera linealmente creciente.
Las condiciones de contorno consideradas impiden todos los desplazamientos
en el borde horizontal inferior, y los desplazamientos horizontales en el borde
vertical derecho.
Las caracter´ısticas meca´nicas del suelo son las adoptadas en (Leroy y
Ortiz, 1989):
E = 2 · 108 Pa (5.57)
ν = 0,25 (5.58)
φ = 20◦ (constante) (5.59)
P0 = 5494,95 Pa (5.60)
siendo P0 la presio´n cohesiva: c = P0 tanφ. El a´ngulo de dilatancia es ψ = 10
◦
resultando el flujo pla´stico no incompresible. De esta manera no aparece
bloqueo de la malla por condiciones de cuasi-incompresibilidad, y por tanto
en el ana´lisis se pueden emplear elementos isoparame´tricos.
Se consideran tres mallas estructuradas de 10 × 10, 20 × 20 y 30 × 30
elementos. Estas mallas se muestran en la figura 5.39.
Figura 5.39: Talud a 90◦. Mallas empleadas
En la modelizacio´n se han empleado elementos con formulacio´n en despla-
zamientos Q4, y elementos mejorados Q1/E4. En primer lugar es de destacar
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que con los elementos Q4, las mallas de 10 × 10 y 20 × 20 no capturan el
mecanismo de fallo del talud. Las figura 5.40 muestra las deformadas obte-
nidas para un factor de carga 0,3, concluye´ndose que los resultados con los
elementos Q4 no son admisibles para representar la rotura del talud.
Time = 4.00E-01 Time = 3.00E-01
Figura 5.40: Talud a 90◦. Elementos formulados en desplazamientos
Con los elementos mejorados la banda de rotura se captura n´ıtidamente
con las tres mallas, para un factor de carga pro´ximo a 0,18, tal como se
muestra en la figura 5.41. En esta figura el factor de magnificacio´n es 2.
               Time = 1.72E-01                Time = 1.71E-01 Time = 1.69E-01
Figura 5.41: Talud a 90◦. Deformadas con los elementos mejorados
Con elementos formulados en desplazamientos la malla de 900 elementos
alcanza un factor de carga similar, pero el mecanismo de rotura es muy difuso.
En la figura 5.42 se muestra la deformada, con un factor de magnificacio´n
100 y los contornos de deformacio´n pla´stica obtenidos con dichos elementos.
Este hecho tambie´n queda de manifiesto en las figuras 5.43 y 5.44 en las
cual se muestran el desplazamiento vertical de la esquina superior izquierda,
y los perfiles de deformacio´n pla´stica efectiva en una seccio´n horizontal a
media altura, respectivamente.
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Figura 5.42: Talud a 90◦. Deformada y deformacio´n pla´stica efectiva para la
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Figura 5.44: Talud a 90◦. Perfiles de deformacio´n pla´stica efectiva
En la figura 5.45 se recogen los contornos de deformacio´n pla´stica efectiva
y los vectores de desplazamiento en las mallas de elementos mejorados. El
mecanismo de rotura es un deslizamiento relativo, aproximadamente de so´lido
r´ıgido, entre las dos partes del talud que define la banda de localizacio´n de
deformaciones.
Estabilidad de un talud a 45◦
Este ejemplo es similar al anterior, pero en este caso el talud esta´ inclinado
45◦. Se impiden todos los desplazamientos en la base, y los desplazamientos
horizontales en el borde vertical. Las caracter´ısticas meca´nicas son ide´nticas
a las del ejemplo anterior. Se han considerado las tres mallas de 144, 400 y
900 elementos indicadas en la figura 5.46.
En la figura 5.47 se muestran las deformadas obtenidas con cada malla.
El factor de magnificacio´n es 3 en todos los casos. Puede observarse que
con los elementos formulados en desplazamientos, u´nicamente se captura el
mecanismo de deslizamiento con la malla de 900 elementos.
En la figura 5.48 se muestra el descenso de la esquina superior izquierda
del talud, frente al factor de carga. Los ma´ximos valores del peso propio
aplicado son del 96% para las malles de 12 × 12 y 20 × 20 elementos, y del
84% para la malla de 30× 30 elementos.
Para comparar los resultados obtenidos con los elementos mejorados y
con los elementos con formulacio´n en desplazamientos (que en este ejemplo
no se bloquean ya que el flujo pla´stico no es incompresible), en la figura 5.49
se muestran los perfiles de la deformacio´n pla´stica a la mitad de la altura
del talud. Dichos perfiles corresponden al instante de colapso del talud. Es
de destacar que para los elementos con formulacio´n en desplazamientos la
carga aplicada es el 100% del peso propio. Al haber alcanzado este nivel
de carga sin que se hayan producido inestabilidades de tipo nume´rico, se
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               Time = 1.69E-01
Figura 5.45: Talud a a 90◦. Deformacio´n pla´stica efectiva y vectores de des-
plazamiento
Figura 5.46: Talud a 45◦. Mallas empleadas
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               Time = 9.70E-01                Time = 9.60E-01                Time = 8.80E-01Ele entos mejorados
               Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00Elementos en desplazamientos

































Figura 5.48: Talud a 45◦. Desplazamiento de la esquina superior izquierda
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puede concluir que no se ha llegado a la rotura del talud. La distribucio´n de
deformaciones pla´sticas con los elementos en desplazamientos es muy difusa
salvo en la malla ma´s fina. Au´n as´ı en esta malla se obtiene una banda
ma´s ancha que con los elementos mejorados y un valor de las deformaciones




















Figura 5.49: Talud a 45◦. Perfiles de deformacio´n pla´stica efectiva
Por u´ltimo, en la figura 5.50 se muestran los contornos de deformacio´n
pla´stica efectiva y los vectores de desplazamientos. La deformacio´n pla´stica
efectiva se concentra en una banda curva. Los vectores de desplazamientos
corroboran que el mecanismo de colapso corresponde de manera aproximada
al movimiento relativo de so´lido r´ıgido entre las dos partes separadas por la
banda de localizacio´n.
Carga de hundimiento de una zapata r´ıgida con carga centrada
En este apartado se modeliza un problema cla´sico de meca´nica de suelos,
que corresponde a una capa de suelo sometida a la presio´n de una zapata
r´ıgida, con carga centrada. Las dimensiones y condiciones de contorno se
muestran en la figura 5.51.
Al existir un eje de simetr´ıa vertical se analiza u´nicamente la mitad del
modelo, empleando las dos mallas de la figura 5.52 que tienen 20 × 20 y
40× 40 elementos con deformaciones supuestas, respectivamente. Asimismo
se considera impedido el desplazamiento relativo zapata-suelo, lo que equivale
a suponer un rozamiento infinito en la interfase de ambos.
Este problema lo han analizado (Zienkiewicz et al., 1995) empleando
te´cnicas de remallaje adaptativo para capturar las bandas de localizacio´n,
y (Manzoli, 1998) en el contexto de los modelos con discontinuidades fuertes.
En estas referencias el comportamiento del suelo se supone no drenado. En
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Figura 5.50: Talud a a 45◦. Deformacio´n pla´stica efectiva y vectores de des-
plazamiento
del fluido que hay en los poros del suelo. Si este valor es muy pequen˜o las
deformaciones se producen a volumen constante, y suponiendo que el mo´dulo
de compresibilidad del suelo (sin l´ıquido) es pequen˜o comparado con el del
fluido, el comportamiento del material se puede representar con el modelo de
Von-Mises (Chen y Saleeb, 1982; Zienkiewicz et al., 1998).
En este trabajo se analizan dos casos: el caso de suelo sin drenaje descrito,
y el correspondiente a emplear el modelo no asociativo de Drucker-Prager
utilizado en los anteriores ejemplos de este apartado.
En ambos, para representar el comportamiento ela´stico del suelo se toma
E = 1,0 GPa. y ν = 0,45. La zapata se supone un material ela´stico cuyo
mo´dulo de Young es cuatro ordenes de magnitud superior al del suelo.
El comportamiento del suelo no drenado en re´gimen pla´stico se modeliza
con el criterio de Von-Mises, siendo la tensio´n de fluencia Y = 1,0 MPa. y
el mo´dulo de endurecimiento nulo. Las dimensiones de la malla son la que
resultan de sustituir a = 2 en la figura 5.51.
Las figuras 5.53 y 5.54 muestran los resultados obtenidos, para el caso de
suelo no drenado, con las dos mallas de elementos mejorados consideradas.
Las deformadas tienen un factor de magnificacio´n 10. En cada una de las
esquinas de la zapata se forman sendas lineas de deslizamiento, que se cortan
en el eje de simetr´ıa, y definen una cun˜a triangular. A su vez existen otras
dos lineas de deslizamiento que junto con las primeras definen dos cun˜as de
suelo a los lados de la zapata.





Figura 5.51: Zapata r´ıgida con carga centrada. Dimensiones del modelo
Figura 5.52: Zapata r´ıgida con carga centrada. Mallas empleadas en los ana´li-
sis
El mecanismo de rotura se ve claramente con el detalle de los vectores
desplazamiento. La cun˜a triangular situada bajo la zapata se desplaza verti-
calmente provocando la expulsio´n de las cun˜as laterales, que deslizan segu´n
las lineas de deslizamiento sobre la capa adyacente de suelo, sin que esta
u´ltima apenas se deforme. En estas cun˜as laterales a su vez se distinguen
dos partes: una en la cual las part´ıculas de suelo fluyen describiendo trayec-
torias curvas hasta alcanzar otra (con forma de tria´ngulo) en la cual tienen
trayectoria rectil´ınea.
Por u´ltimo, en la figura 5.55 se muestra la curva fuerza-desplazamiento,
comparando los valores obtenidos en el modelo con la solucio´n anal´ıtica pro-
puesta por Prandtl en 1921. Como puede comprobarse, los resultados obteni-
dos mediante elementos finitos alcanzan la rama horizontal correspondiente




Figura 5.53: Deformada y vectores desplazamiento. Malla de 400 elementos
Q1/E4. Modelo de Von Mises
Time = 1.00E+00
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Figura 5.54: Deformada y vectores desplazamiento. Malla de 1600 elementos
Q1/E4. Modelo de Von Mises




















Figura 5.55: Zapata con carga centrada. Curva Fuerza-desplazamiento. Mo-
delo de Von Mises.
Con el modelo de Drucker-Prager se representa el comportamiento del
suelo de manera que el flujo pla´stico es no asociativo. Los valores adoptados
son:
P = 0,961 MPa (5.61)
φ0 = 20
◦ (5.62)
ψ = 5◦ (5.63)
Con objeto de que se desarrollen las bandas de localizacio´n, se supone la
ley de “ablandamiento” del a´ngulo de rozamiento interno en funcio´n de la
deformacio´n pla´stica efectiva εp:









con φ∞ = 10◦ y ε
p
sat = 0,05 Las dimensiones de la malla en este caso corres-
ponden a un valor de a = 4 en la figura 5.51. Los resultados obtenidos con
el modelo de Drucker-Prager esta´n en la figura 5.56 para cada una de las
mallas. En esta figura se ve que el mecanismo de rotura es similar al caso
de suelo no drenado, pero existen algunas diferencias. En este caso la cun˜a
central expulsa a las cuyas laterales, pero en estas se distinguen tres partes
en las que el flujo de las part´ıculas de suelo son rectil´ıneas. Al igual que en
el caso no drenado, fuera de las cun˜as el suelo apenas se deforma. Por otra
parte, en este caso la masa de suelo movilizado en la rotura es mucho mayor









Figura 5.56: Deformada y vectores desplazamiento. Modelo de Drucker-
Prager
Localizacio´n en materiales cohesivo-friccionales 5.65
Finalmente, en la figura 5.57 se muestra la curva Fuerza-Desplazamiento
calculada por elementos finitos frente a la carga de hundimiento de Prandtl
para suelos con a´ngulo de rozamiento no nulo (Salas et al., 1981), que se
representa con una recta horizontal. En la curva obtenida en el ca´lculo se
alcanza un ma´ximo (carga de hundimiento) seguido de una rama descenden-
te hasta llegar a un valor residual de la carga. Esta forma es t´ıpica de la
“rotura por corte generalizado” (Terzaghi, 1943), en la que aparecen una o
varias superficies de deslizamiento. El hundimiento viene acompan˜ado por la
aparicio´n de l´ıneas de rotura en la superficie y por la elevacio´n del terreno
exterior a la cimentacio´n. Esta forma de rotura es propia de las cimentacio-
nes someras en arenas densas (Salas et al., 1981). Como puede observarse,
el valor de la carga de hundimiento calculado se ajusta adecuadamente al de



















Figura 5.57: Zapata con carga centrada. Curva Fuerza-desplazamiento. Mo-
delo de Drucker-Prager
5.3.6. Conclusiones
En este apartado se han empleado los elementos de deformaciones mejo-
radas supuestas en el contexto de los modelos elastopla´sticos no asociativos
de Drucker-Prager. Se han analizado ejemplos acade´micos que ponen de re-
levancia los efectos de la no asociatividad, ensayos simples para investigar
el comportamiento en traccio´n-compresio´n y la influencia de la dilatancia
analizando las trayectorias de las tensiones, y por u´ltimo algunos ejemplos
ma´s completos de la meca´nica de suelos: estabilidad de taludes y cargas de
hundimiento. De los ejemplos analizados en este apartado se pueden extraer
las siguientes conclusiones:
5.66 Aplicaciones: Localizacio´n
1. Los elementos con deformaciones mejoradas supuestas capturan las
bandas de localizacio´n en modelos no asociativos como el empleado en
este trabajo, con prestaciones comparables a los elementos formulados
espec´ıficamente con este fin.
2. A pesar de emplear un modelo continuo local, con la limitacio´n de que
el ancho de la banda depende del taman˜o de los elementos, estos ele-
mentos permiten reproducir adecuadamente los mecanismos de rotura
en problemas cla´sicos de la meca´nica de suelos.
3. Las prestaciones de los elementos en cuanto a robustez es similar en los
modelos elastopla´sticos asociativos y en los no asociativos.
Cap´ıtulo 6
Conclusiones
En esta tesis se han investigado las prestaciones de los elementos de de-
formaciones mejoradas supuestas (Simo´ y Rifai, 1990; Simo´ y Armero, 1993;
Simo´ et al., 1993a; Armero y Glaser, 1997), en el contexto de los medios
continuos elastopla´sticos. Aunque se ha estructurado de manera que al prin-
cipio de cada cap´ıtulo se hace un resumen del mismo y al final se exponen
algunas de la conclusiones extra´ıdas, es conveniente recapitular aqu´ı los tra-
bajos desarrollados a lo largo de la tesis y las conclusiones ma´s relevantes
de la misma. Asimismo en este u´ltimo cap´ıtulo se describen las principales
aportaciones realizadas y las lineas de investigacio´n que quedan abiertas a
futuros trabajos.
6.1. Resumen del trabajo realizado
Con el fin de alcanzar los objetivos planteados en el cap´ıtulo 1, a lo largo
de la tesis se han desarrollado los siguientes trabajos:
Estudio pormenorizado de la formulacio´n de los elementos de defor-
maciones supuestas, para problemas geome´tricamente lineales (Simo´ y
Rifai, 1990) y no lineales (Simo´ y Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a;
Armero y Glaser, 1997), realizando un ana´lisis cr´ıtico de la influencia
de los modos mejorados en la rigidez del elemento mediante ana´lisis
espectral, y en el enriquecimiento de su cinema´tica.
Implementacio´n en el contexto de los elementos mejorados de un mo-
delo de plasticidad con grandes deformaciones (Garino, 1993). Dicho
modelo tiene las siguientes caracter´ısticas:
1. Cinema´tica basada en la descomposicio´n multiplicativa del gra-
diente de deformaciones.
2. Respuesta ela´stica caracterizada por un modelo hiperela´stico
3. Flujo pla´stico asociativo
4. Criterio de fluencia de Von-Mises
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5. El modelo constitutivo se implementa empleando variables espa-
ciales y la definicio´n de la cinema´tica de los elementos (descom-
posicio´n del gradiente de deformaciones en una parte compatible
y una parte mejorada) se hace en la configuracio´n material
Como ejemplo de aplicacio´n de los elementos mejorados y del modelo
constitutivo se ha simulado el ensayo de traccio´n simple con estriccio´n,
en probetas cil´ındricas.
Ana´lisis detallado de la relacio´n entre la energ´ıa de deformacio´n aso-
ciada a los modos mejorados y el error de discretizacio´n. Este ana´lisis
ha permitido proponer un metodolog´ıa de estimacio´n de error que es
aplicable de forma general a problemas de elasticidad lineal y no lineal,
y de plasticidad infinitesimal. En los problemas no lineales el estimador
se formula de manera incremental. Adema´s, para el caso elastopla´stico,
la formulacio´n se realiza a trave´s de la integracio´n variacional de las
ecuaciones de la plasticidad (Ortiz y Stainier, 1998).
Aplicacio´n de los elementos mejorados, con pequen˜as y con grandes
deformaciones, a la modelizacio´n de feno´menos de localizacio´n en ma-
teriales meta´licos empleando modelos locales. Las prestaciones de los
elementos para capturar las bandas se analizan mediante la tasa de
segundo orden de la energ´ıa interna (Steinmann y Willam, 1990), uti-
lizando un programa de matema´tica formal (Maple, 1991a).
Aplicacio´n de los elementos mejorados con pequen˜as deformaciones a
la modelizacio´n de feno´menos de localizacio´n en materiales cohesivo-
friccionales (rocas, suelos, etc.), empleando modelos constitutivos loca-
les no asociativos. El e´nfasis en este caso es reproducir los mecanismos
de rotura en problemas t´ıpicos de la meca´nica de suelos.
6.2. Conclusiones de la investigacio´n desarro-
llada
Los trabajos realizados y los resultados obtenidos permiten extraer las
siguientes conclusiones:
Elementos de altas prestaciones en problemas de elastoplasticidad
con grandes deformaciones.-
La modelizacio´n de problemas de plasticidad con grandes deformaciones me-
diante elementos finitos lleva asociada dificultades nume´ricas entre las que
cabe destacar el bloqueo de los elementos, las bajas tasas de convergencia
con los consiguientes costes de ca´lculo, la posible existencia de modos de
energ´ıa nula que invalidan los resultados obtenidos, etc. Estos problemas
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se han resuelto satisfactoriamente con los elementos mejorados y el modelo
constitutivo empleado:
1. La formulacio´n de deformaciones supuestas da lugar a elementos que
no se bloquean ni en flexio´n ni en re´gimen cuasi-incompresible.
2. Como es sabido, el elemento mejorado propuesto inicialmente (Simo´ y
Armero, 1993; Simo´ et al., 1993a) presenta un modo de energ´ıa nula
en compresio´n (Wriggers y Reese, 1996). Posteriormente se hace una
reformulacio´n (Armero y Glaser, 1997), implementada en este trabajo,
que soluciona este problema. No obstante, cuando hay grandes defor-
maciones pla´sticas la regla de integracio´n de cuatro puntos de Gauss
sigue dejando subintegrado el elemento (Armero y Glaser, 1997). Es ne-
cesario entonces emplear cuadraturas de orden superior (cinco o nueve
puntos) que si bien no corrigen completamente el problema de la su-
bintegracio´n, s´ı que permiten obtener resultados aceptables.
3. El modelo constitutivo presenta las mismas ventajas de eficiencia com-
putacional con los elementos mejorados que la ya demostrada (Garino,
1993) empleando elementos mixtos de presio´n constante. Esta eficien-
cia es consecuencia de que se mantiene la actualizacio´n multiplicativa
del tensor de Finger sin necesidad de calcular expl´ıcitamente la des-
composicio´n multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones. La
implementacio´n del modelo realizada en este trabajo mantiene las apor-
taciones originales de Garc´ıa Garino.
Para que la velocidad de convergencia sea adecuada se ha implementado
la matriz tangente de manera algor´ıtmicamente consistente.
Un ejemplo detallado, de aplicacio´n del modelo, ha sido el ensayo de
traccio´n simple con estriccio´n. De este ejemplo se concluye que los ele-
mentos mejorados proporcionan resultados con los cuales es posible
calibrar modelos constitutivos para metales, ya que se ajustan correc-
tamente a los resultados experimentales disponibles (Goicolea, 1985).
No obstante, debido a que la distribucio´n de deformaciones pla´sticas
se concentra en el cuello sin que aparezcan bandas de rotura, no tiene
ventajas importantes el emplear elementos mejorados frente a otros ele-
mentos con formulaciones tambie´n adecuadas para abordar el problema
(elementos mixtos de presio´n constante, B, etc).
Estimacio´n de error.-
La metodolog´ıa propuesta para la estimacio´n del error, basada en cuantificar
la norma energe´tica de los modos mejorados, permite obtener una cota rea-
lista del error de discretizacio´n de la solucio´n obtenida con elementos formu-
lados en desplazamientos. La formulacio´n del estimador de error es general,
y es aplicable a problemas lineales y no lineales: elasticidad no lineal con
grandes deformaciones y plasticidad infinitesimal. El error se estima tanto a
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nivel local en cada elemento, como a nivel global de toda la malla. La ventaja
de este estimador, adema´s de su formulacio´n general va´lida para problemas
lineales y no lineales, es que se formula localmente sin necesidad de resolver
el problema de contorno en subdominios, ni de tener que calcular suavizados
globales.
Localizacio´n.-
A pesar de las dificultades inherentes a la simulacio´n de feno´menos de lo-
calizacio´n de´bil de deformaciones: elastoplasticidad, discontinuidades en el
campo de deformaciones, definicio´n del problema de contorno mal condicio-
nada, etc. los elementos con deformaciones supuestas reproducen las bandas
de localizacio´n con una eficacia similar a los elementos disen˜ados espec´ıfi-
camente para este tipo de problemas. Adema´s, presentan la ventaja de ser
elementos de propo´sito general: bajo orden de interpolacio´n, libres de blo-
queo en problemas cuasi-incompresibles y de flexio´n, esta´n formulados con
variables ba´sicas (desplazamientos y deformaciones) adecuadas para modelos
constitutivos elastopla´sticos, etc.
6.3. Aportaciones
Las aportaciones principales de esta tesis son las siguientes:
Elementos con deformaciones mejoradas supuestas.-
Se ha realizado un ana´lisis pormenorizado de estos elementos para grandes y
pequen˜as deformaciones, en problemas ela´sticos y elastopla´sticos. En dicho
estudio se ha abordado la formulacio´n de los elementos y su implementacio´n
computacional, la contribucio´n de los modos mejorados en la mejora de la
cinema´tica de los elementos, y su influencia en el comportamiento espectral
de los mismos.
Elastoplasticidad con grandes deformaciones.-
Reformulacio´n para los elementos con deformaciones supuestas del modelo
constitutivo formulado en (Garino, 1993), e implementacio´n computacional
del mismo. La adecuacio´n del modelo se ha realizado manteniendo las apor-
taciones originales del trabajo referenciado en cuanto a sencillez y eficacia
computacional.
Estimacio´n de error.-
Desarrollo riguroso de una metodolog´ıa para la estimacio´n del error de dis-
cretizacio´n en elementos con formulacio´n en desplazamientos, basado en la
contribucio´n energe´tica de los modos mejorados de los elementos con defor-
maciones supuestas. A partir de esta metodolog´ıa se propone un estimador
de error cuyas ventajas principales son:
L´ıneas de investigacio´n propuestas 6.5
Formulacio´n general de tipo incremental, que permite la aplicacio´n
de la misma metodolog´ıa a problemas lineales y no lineales (elastici-
dad finita y plasticidad infinitesimal). Se han presentado ejemplos de
elasticidad infinitesimal, de elasticidad finita empleando modelos Neo-
Hookeanos y de plasticidad infinitesimal con modelos de Von Mises.
En este u´ltimo caso, la idea clave de la formulacio´n del estimador es
la integracio´n variacional de las ecuaciones de la plasticidad (Ortiz y
Stainier, 1998).
Formulacio´n local en cada elemento que evita establecer suavizados
globales o los ca´lculos de la solucio´n en subdominios. De esta manera
se evitan los costes computacionales asociados a estos procedimientos,
que pueden ser muy elevados en mallas finas.
Las tasas de convergencia globales obtenidas en los ejemplos que se han
presentado, y la distribucio´n de errores locales en la malla se consideran
adecuadas.
Localizacio´n.-
En las aplicaciones a la localizacio´n de deformaciones se ha establecido una
metodolog´ıa basada en el ca´lculo con programas de a´lgebra formal (Maple,
1991a) que permite llegar a resultados anal´ıticos sobre las prestaciones de los
elementos.
Por otra parte, todas las implementaciones (elementos, modelos constitutivos,
estimador de error, ana´lisis del tensor acu´stico, etc.) se han realizado en la
versio´n mejorada del programa de elementos finitos FEAP (Taylor, 1999). Si
bien esta aportacio´n es modesta, se ha dejado disponible un marco de trabajo
unificado para el desarrollo de las futuras lineas de investigacio´n abiertas con
esta tesis.
6.4. L´ıneas de investigacio´n propuestas
A partir del trabajo realizado en esta tesis se pueden plantear diversas
lineas de investigacio´n, orientadas a profundizar y ampliar algunos aspectos
que han quedado abiertos. Entre estas lineas cabe destacar:
Procesos de remallaje adaptativo a partir de los resultados obtenidos
con el estimador de error propuesto en el cap´ıtulo 4.
Analizar las viabilidad de extender el estimador de error al caso de
plasticidad con grandes deformaciones, incluyendo te´cnicas de regula-
rizacio´n viscopla´stica si es necesario.
6.6 Conclusiones
Extensio´n del modelo constitutivo de grandes deformaciones para ma-
teriales cohesivo-friccionales no asociativos, y para incluir comporta-
miento viscopla´stico.
Mejora de la estabilidad de los elementos para problemas con grandes
deformaciones pla´sticas.
Desarrollar las prestaciones de los elementos y de los modelos consti-
tutivos para representar feno´menos de rotura en hormigo´n. Empleando
la teor´ıa de mezclas se incluira´n modelos de dan˜o para representar el
comportamiento del a´rido, y modelos de tipo cohesivo-friccional para
el mortero. Ma´s a largo plazo, esta linea se abordar´ıa a partir de las
hipo´tesis y teor´ıas de las discontinuidades fuertes.
Extensio´n de los modelos y elementos utilizados a problemas tridimen-
sionales.
Generalizacio´n del modelo constitutivo de grandes deformaciones al
problema te´rmico-meca´nico acoplado empleando esquemas alternados y
elementos de deformaciones supuestas para la integracio´n de las ecua-
ciones.




A.1. Ecuaciones locales de la plasticidad
En este anexo se resume la formulacio´n de la plasticidad en el contexto
de la teor´ıa infinitesimal, para materiales con respuesta independiente de la
velocidad de deformacio´n. Asimismo se desprecian los efectos te´rmicos, su-
poniendo que el problema es u´nicamente meca´nico. Los tensores de segundo
orden se interpretan como transformaciones lineales de Rn en Rn, pertene-
ciendo al espacio vectorial L(Rn,Rn). Ana´logamente, los tensores de cuarto
orden son transformaciones de Rn × Rn en Rn × Rn, donde el s´ımbolo ×
indica el producto cartesiano. Finalmente se denomina por S ⊂ L(Rn,Rn),
al subespacio de los tensores de segundo orden de dimensio´n n(n+1)/2, que
son sime´tricos.
A.1.1. Modelo constitutivo
El tensor de tensiones de Cauchy σ y el tensor de deformaciones infini-
tesimales ε no dependen de la configuracio´n, ya que en el contexto de las
deformaciones infinitesimales no tiene sentido distinguir la configuracio´n de
referencia de la configuracio´n deformada. No obstante, se supondra´ salvo que
se diga lo contrario que estos tensores dependen del punto x ∈ Ω del so´lido
elastopla´stico definido por el dominio Ω ⊂ Rn.
En la teor´ıa cla´sica de la plasticidad, el flujo pla´stico de un material se
considera un proceso irreversible caracterizado por la historia del tensor de
deformaciones ε, el tensor de deformaciones pla´sticas εp y un conjunto de
nint variables internas o para´metros de endurecimiento que se engloban en el
vector ξ ∈ Rnint
Observacio´n A.1.1 Tomando ε, εp y ξ como variables independientes se
llega a una formulacio´n de la plasticidad en el espacio de deformaciones. Sin
embargo, en la plasticidad cla´sica la funcio´n de fluencia y la regla de flujo
se formulan en el espacio de tensiones σ, q, siendo q variables internas de
naturaleza tensional. Este hecho carece de relevancia pues como se vera´ a
A.2 Plasticidad Infinitesimal
continuacio´n las variables de tensio´n esta´n relacionadas con las variables de
deformacio´n.
La teor´ıa de la plasticidad infinitesimal se basa en las hipo´tesis y resultados
que se describen a continuacio´n.
Descomposicio´n aditiva
Se postula la descomposicio´n aditiva del tensor de deformaciones infinitesi-
males en una parte ela´stica y una parte pla´stica:
ε = εe + εp (A.1)
Funcio´n de energ´ıa libre
Existe una funcio´n de energ´ıa libre Ψ : Ω×S×Rnint → R, tal que el tensor de
tensiones y las variables internas tensionales se relacionan con las deformacio-









Observacio´n A.1.2 Si el so´lido es homoge´neo, la dependencia funcional de
la energ´ıa libre es:
Ψ = Ψ(εe, ξ) (A.4)
Si a la descomposicio´n aditiva (A.1) se le impone la siguiente dependencia
funcional:
ε(x,σ, q) = εe(x,σ) + εp(x, q) (A.5)
entonces, la funcio´n de energ´ıa libre tambie´n admite la descomposicio´n:
Ψ(x, εe, ξ) = Ψe(x, εe) + Ψp(x, ξ) (A.6)
El sumando Ψe(·) se suele denotar por la letraW (·), y se denomina funcio´n de
energ´ıa ela´stica almacenada. El sumando Ψp(·) se denomina funcio´n potencial
de las variables internas tensionales y se expresa por la letra H(·).
Observacio´n A.1.3 El modelo ma´s sencillo para materiales homoge´neos es








Ecuaciones locales de la plasticidad A.3
donde Ce y H son tensores constantes que se llaman tensor de mo´dulos ela´sti-
cos y tensor de mo´dulos pla´sticos, respectivamente. Aplicando (A.1; A.2;
A.3), se obtiene:
σ = Ce (ε− εp) (A.9)
q = Hξ (A.10)
Dominio ela´stico y criterio de fluencia
El criterio de fluencia se define mediante la funcio´n f : S × Rnint → R. El
espacio de tensiones admisible (σ, q) ∈ S×Rnint debe pertenecer al conjunto
E definido como:
E = {(σ, q) ∈ S× Rnint | f(σ, q) ≤ 0} (A.11)
El interior del conjunto E se denomina dominio ela´stico:
int(E) = {(σ, q) ∈ S× Rnint | f(σ, q) < 0} (A.12)
y la frontera se denomina superficie de fluencia:
∂E = {(σ, q) ∈ S× Rnint | f(σ, q) = 0} (A.13)
Regla de flujo y Ley de Endurecimiento
La propiedad de irreversibilidad del flujo pla´stico queda expresada en las









denomina´ndose g potencial del flujo pla´stico. Las funciones r = ∂g
∂σ
: S ×
Rnint → S y h = ∂g
∂q
: S×Rnint → Rnint definen respectivamente la direccio´n de
flujo pla´stico y la regla de endurecimiento. El escalar γ˙ se denomina para´metro
de consistencia y verifica:
Condiciones de Kuhn-Tucker:
γ˙ ≥ 0, f(σ, q) ≤ 0 y γ˙f(σ, q) = 0 (A.16)
Condicio´n de consistencia:
f(σ, q) = 0 ⇒ γ˙f˙(σ, q) = 0 (A.17)
Observacio´n A.1.4 En el caso particular en que el potencial de flujo pla´sti-









el modelo pla´stico se denomina asociativo
A.4 Plasticidad Infinitesimal
A.1.2. Tensor elastopla´stico tangente
Con objeto de obtener la relacio´n tangente entre el tensor de tensiones y
el tensor de deformaciones, las ecuaciones (A.2; A.3) se expresan en forma de
tasa, mediante el tensor tangente de mo´dulos ela´sticos Ce y el tensor tangente
de mo´dulos de endurecimiento H:
σ˙ = Ce (ε˙− ε˙p) (A.20)
q˙ = Hξ˙ (A.21)




· σ˙ + ∂f
∂q
· q˙ (A.22)













Por otra parte, sustituyendo (A.14) en (A.20):
σ˙ = Ce (ε˙− γ˙r) (A.24)
Suponiendo que el estado es de carga pla´stica (γ˙ > 0), la condicio´n de con-











y sustituyendo en (A.24), despue´s de operar se obtiene:
σ˙ =
Ce − C




· Cer + ∂f
∂q
·Hh
 ε˙ = Cepε˙ (A.26)
Se define entonces el tensor tangente elastopla´stico como:
Cep =

Ce si γ˙ = 0
Ce −




· Cer + ∂f
∂q
·Hh
si γ˙ > 0
(A.27)
Observacio´n A.1.5 En el caso particular de la plasticidad asociativa el ten-
sor tangente elastopla´stico es sime´trico.
En el cuadro A.1 se resumen las ecuaciones que definen el modelo consti-
tutivo de la plasticidad infinitesimal.
Ecuaciones locales de la plasticidad A.5
1. Funcio´n de energ´ıa libre
σ˙ = Ce(ε˙− ε˙p) (A.28)









2. Criterio de fluencia
E = {(σ, q) ∈ S× Rnint | f(σ, q) ≤ 0} (A.31)



















4. Condiciones de Kuhn-Tucker
γ˙ ≥ 0, f(σ, q) ≤ 0 y γ˙f(σ, q) = 0 (A.36)
5. Condicio´n de consistencia:
f(σ, q) = 0 ⇒ γ˙f˙(σ, q) = 0 (A.37)
Cuadro A.1: Ecuaciones de la plasticidad infinitesimal
A.6 Plasticidad Infinitesimal
A.2. Plasticidad de Von Mises









p1; p = traza(σ) (A.39)
El comportamiento del material, que se supone iso´tropo, en re´gimen ela´sti-
co se representara´ mediante la ley de Hooke, expresada en te´rminos de los
coeficientes de Lame´ λ y µ:
C = λ1⊗ 1+ 2µI (A.40)
La norma de la parte desviadora del tensor de tensiones se expresa en funcio´n
de su segundo invariante:
‖s‖ =
√
2J2 donde J2 =
1
2
s · s (A.41)
La funcio´n de fluencia de Von-Mises tiene la expresio´n:
f(σ, q, q) = ‖s− q‖ − q (A.42)
Observacio´n A.2.1 En el espacio de tensiones principales la superficie de
fluencia de Von-Mises es un cilindro de revolucio´n, cuyo eje pasa por el
origen y es perpendicular al plano σ1 + σ2 + σ3 = 0, y el radio vale q.
El conjunto de variables internas q se denominan tensio´n de retroceso (back-
stress) estando asociadas al endurecimiento cinema´tico. La variable interna
q asociada al endurecimiento isotro´pico se denomina tensio´n de fluencia. La
tensio´n de fluencia q se expresa en funcio´n de su variable interna conjugada











se llama mo´dulo de endurecimiento isotro´pico.
Observacio´n A.2.2 Por motivos de claridad, las variables internas de en-
durecimiento isotro´pico ξ y q se separara´n a efectos de notacio´n de las va-
riables de endurecimiento cinema´tico: ξ ∈ Rnint−1, q ∈ Rnint−1
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El modelo de Von-Mises es asociativo, y de acuerdo con la definicio´n (A.45),
la regla de flujo se expresa:
ε˙p = γ˙n (A.48)
y se suele denominar regla de flujo de Levy-Saint Venant. La regla de endu-
recimiento (A.15) tiene en este caso la expresio´n:
ξ˙ = −γ˙n (A.49)
Teniendo en cuenta que las variables q y ξ esta´n relacionadas mediante el










y se denomina regla de endurecimiento cinema´tico de Prager-Ziegler. Para
las variables internas de endurecimiento isotro´pico, la ecuacio´n equivalente a
la (A.49) es:
















El tensor tangente elastopla´stico se obtiene particularizando (A.27) para las
condiciones de asociatividad. Considerando adema´s que el comportamiento
ela´stico viene dado por (A.40), resulta:
Cep =

λ1⊗ 1+ 2µI si γ˙ = 0
k1⊗ 1+ 2µ




 si γ˙ > 0
(A.54)
A.8 Plasticidad Infinitesimal
En el cuadro A.2 se resumen esquema´ticamente las ecuaciones del mode-
lo elastopla´stico de Von-Mises, para el caso particular en que la respuesta
ela´stica viene dada por (A.40).
1. Funcio´n de energ´ıa libre
σ˙ = Ce(ε˙− ε˙p) (A.55)
q˙ = −Hξ˙ (A.56)
siendo:
Ce = λ1⊗ 1+ 2µI H = ∂H
∂ξ∂ξ
(A.57)
2. Criterio de fluencia
E =
{
(σ, q) ∈ S× Rnint−1 | f = ‖s− q‖ − q ≤ 0} (A.58)
3. Regla de flujo y regla de endurecimiento
ε˙p = γ˙n (A.59)






4. Condiciones de Kuhn-Tucker
γ˙ ≥ 0, f(σ, q) ≤ 0 y γ˙f(σ, q) = 0 (A.62)
5. Condicio´n de consistencia:
f(σ, q) = 0 ⇒ γ˙f˙(σ, q) = 0 (A.63)
Cuadro A.2: Ecuaciones de la plasticidad infinitesimal de Von Mises
A.2.1. Integracio´n impl´ıcita de las ecuaciones
Llamando:
∆γ = γt+∆t − γt (A.64)
la forma discreta de las ecuaciones correspondientes al modelo elastopla´stico
de Von-Mises son:
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st+∆t = 2µ(et+∆t − ept+∆t) (A.66)
















ξt+∆t = −∆γnt+∆t (A.71)





Observacio´n A.2.3 En las ecuaciones correspondientes a la parte ela´stica
de la energ´ıa libre se han separado las componentes volume´trica (A.65) y
desviadora (A.66)
La solucio´n de las ecuaciones discretas de la plasticidad se realiza con un
me´todo predictor ela´stico-corrector pla´stico. En el predictor ela´stico se supo-
ne γPRt+∆t = 0, y las ecuaciones (A.67;A.70;A.72) se expresan respectivamente:




ξPRt+∆t = ξt (A.75)
Sustituyendo (A.74) en (A.66) se obtiene el tensor desviador de tensiones
predictor:
sPRt+∆t = 2µ(et+∆t − ept ) (A.76)
Los valores de sPRt+∆t y q
PR
t+∆t calculados con (A.76; A.73) se sustituyen en
la ecuacio´n del criterio de fluencia (A.69). Si (A.69) se satisface, los valores
predictores obtenidos en (A.74;A.73;A.75;A.76) definen la solucio´n en t+∆t.
Si los valores predictores hacen que ft+∆t > 0 en (A.69), es necesario entrar
en el algoritmo corrector pla´stico que se describe a continuacio´n.
En el algoritmo corrector, los valores predictores se toman como condi-
ciones iniciales. Sustituyendo las ecuaciones (A.70;A.76) en (A.66):
st+∆t = s
PR
t+∆t − 2µ∆γnt+∆t (A.77)
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y restando (A.67) de (A.77):








En virtud de (A.46), st+∆t − qt+∆t lleva la direccio´n de nt+∆t. Con este
razonamiento, de (A.78) se concluye que sPRt+∆t−qt tambie´n lleva la direccio´n
de nt+∆t. La ecuacio´n (A.78) puede expresarse por tanto:[











Por tanto, el coeficiente de nt+∆t en (A.79) es nulo:







∆γ = 0 (A.80)
De las ecuaciones (A.68; A.69; A.72; A.80) se obtiene la siguiente ecuacio´n
escalar:























que permite calcular el valor del multiplicador pla´stico ∆γ.
Observacio´n A.2.4 La ecuacio´n (A.81) es en general no lineal, debiendo
resolverse mediante algu´n me´todo iterativo. En el caso en que los mo´dulos
de endurecimiento sean constantes, la ecuacio´n es lineal y permite obtener la
siguiente solucio´n cerrada:
∆γ =













para obtener los valores de st+∆t, qt+∆t y e
p
t+∆t mediante las ecuaciones
(A.77;A.78;A.70), respectivamente.
A.2.2. Tensor elastopla´stico tangente consistente
Si en el ca´lculo de elementos finitos se emplea el tensor tangente elas-
topla´stico expresado en (A.27), se pierde la tasa de convergencia cuadra´ti-
ca del me´todo de Newton-Raphson. Para mantenerla se emplea un tensor
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elastopla´stico algor´ıtmicamente consistente con el algoritmo de integracio´n
discreto de las ecuaciones constitutivas (Simo´ y Taylor, 1985). Este tensor
se obtiene imponiendo la condicio´n de consistencia pla´stica (A.63) en la for-
mulacio´n del algoritmo nume´rico en vez de en la formulacio´n del modelo
continuo. En la mencionada referencia se detalla el procedimiento para ob-








































A.3. Plasticidad de Drucker-Prager
El modelo de plasticidad de Drucker-Prager se puede interpretar como
una extensio´n del modelo de Von Mises, que considera la influencia de la




J2 + αI1 − κ (A.88)
donde J2 es el segundo invariante del tensor desviador de tensiones, I1 es
el primer invariante del tensor de tensiones, y α y κ son dos para´metros de
comportamiento del material.
La ecuacio´n f = 0 corresponde a un cono de revolucio´n en el espacio de
tensiones principales, cuyo eje forma un mismo a´ngulo con las direcciones
de los ejes coordenados, y tiene el ve´rtice situado en el octante de tensiones
positivas. Si se hacen coincidir los ve´rtices del cono de Drucker-Prager y
de la pira´mide de Mohr-Coulomb, y los meridianos de compresio´n ma´xima
( entonces las alturas de ambas superficies tambie´n coinciden), los para´metros







siendo c la cohesio´n y φ el a´ngulo de rozamiento interno del modelo de Mohr-
Coulomb. Si por el contrario el cono se hace coincidir con los meridianos de
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La regla de flujo (A.14) se obtiene con el potencial de flujo pla´stico:
g =
√
J2 + βI1 (A.93)
Comparando los para´metros α y β de las ecuaciones (A.93) y (A.88) respec-
tivamente, el para´metro β se puede expresar en te´rminos de un a´ngulo Ψ




El a´ngulo Ψ se denomina a´ngulo de dilatancia, y expresa el cambio de volu-
men asociado a las deformaciones de corte.
Observacio´n A.3.1 Si el a´ngulo de rozamiento interno es igual al a´ngulo







y el modelo de Drucker-Prager es asociativo
Desde el punto de vista nume´rico el ve´rtice del cono del potencial pla´stico
es un punto singular que hace que el proceso de actualizacio´n de tensiones
este´ mal definido para valores bajos de la presio´n de confinamiento. Para
solucionar este problema se define en la zona del ve´rtice una esfera de regula-
rizacio´n del potencial pla´stico (Leroy y Ortiz, 1990), con objeto de garantizar
la continuidad del gradiente de tensiones. La zona en la que se sustituye el
cono por la esfera esta´ definida a su vez por otro cono (ver figura A.1) cuya



















La regla de endurecimiento determina la evolucio´n de la superficie de
fluencia a lo largo del proceso de carga, y queda definida mediante la ley de
evolucio´n de las variables internas: deformacio´n pla´stica efectiva ξ, a´ngulo de
rozamiento interno φ, cohesio´n c, dilatancia Ψ, etc. La ley de endurecimiento
establece la dependencia de las variables internas entre s´ı, siendo de destacar
las siguientes relaciones:
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1. Deformacio´n pla´stica efectiva - A´ngulo de rozamiento interno
Esta relacio´n es del tipo:
φ = φ(ξ) (A.98)
expresa´ndose la funcio´n de fluencia (A.88) en la forma:
f =
√
J2 + α(ξ)I1 − κ (A.99)
2. Cohesio´n - Deformacio´n pla´stica efectiva
La cohesio´n se relaciona con la tensio´n de fluencia en compresio´n unia-
xial mediante la expresio´n:
Yc =
6c cosφ
1− 2 senφ (A.100)
A partir de los resultados del ensayo de compresio´n simple, la tensio´n
de fluencia Yc se puede relacionar con la deformacio´n pla´stica efectiva





Combinando (A.100) y (A.101), se relacionan la cohesio´n y la deforma-
cio´n pla´stica efectiva, expresa´ndose la funcio´n de fluencia:
f =
√
J2 + αI1 + κ(ξ) = 0 (A.102)
3. Dilatancia - Deformacio´n pla´stica efectiva
En este caso la funcio´n de fluencia es constante, y lo que se modifica
es el potencial pla´stico en funcio´n de la deformacio´n pla´stica. A partir
de la relacio´n entre el a´ngulo de dilatancia y la deformacio´n pla´stica
efectiva:
Ψ = Ψ(ξ) (A.103)
el potencial pla´stico se expresa:
g =
√
J2 + β(ξ) I1 (A.104)
Observacio´n A.3.2 La ley de endurecimiento planteada en te´rminos del
a´ngulo de rozamiento interno se puede interpretar como la modificacio´n por
endurecimiento del cono de Drucker-Prager (A.99) debida a la variacio´n del
semia´ngulo co´nico. La ley de endurecimiento correspondiente a la cohesio´n
(A.102) se interpreta como una expansio´n del cono de Drucker-Prager man-
teniendo el semia´ngulo co´nico constante. Para considerar simulta´neamente
estas dos formas de endurecimiento, la funcio´n de fluencia se suele expresar
(Leroy y Ortiz, 1989):
f =
√
J2 + α(ξ)(I1 − I0) (A.105)
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y su expresio´n es:
Cep =
{














si γ˙ > 0
(A.108)
En el cuadro A.3 se resumen las ecuaciones del modelo elastopla´stico de
Drucker-Prager no asociativo para el caso en que la respuesta ela´stica corres-
ponde a la expresio´n(A.40).
1. Funcio´n de energ´ıa libre
σ˙ = Ce(ε˙− ε˙p) (A.109)
siendo:
Ce = λ1⊗ 1+ 2µI (A.110)
2. Criterio de fluencia
f =
√
J2 + αI1 − κ ≤ 0 (A.111)






J2 + βI1 (A.112)
α = α(ξ) (A.113)
κ = κ(ξ) (A.114)
4. Condiciones de Kuhn-Tucker
γ˙ ≥ 0, f(σ, q) ≤ 0 y γ˙f(σ, q) = 0 (A.115)
5. Condicio´n de consistencia:
f(σ, q) = 0 ⇒ γ˙f˙(σ, q) = 0 (A.116)
Cuadro A.3: Ecuaciones de la plasticidad infinitesimal de Drucker-Prager
A.3.1. Integracio´n impl´ıcita de las ecuaciones
El proceso de integracio´n impl´ıcita de las ecuaciones constitutivas se deta-
lla en (Martinez, 1993), limita´ndose este ape´ndice a recopilar los resultados
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finales obtenidos en dicho trabajo. En el instante t se suponen conocidos
εt, σt, αt y γt (el a´ngulo de dilatancia Ψ se supone constante), desea´ndose
obtener los correspondientes valores en t+∆t.







0 = f(σt+∆t, αt+∆t) = 0 (A.118)
con la dependencia funcional αt+∆t = αt+∆t(γt+∆γ). Particularizando estas
ecuaciones para el modelo de Drucker-Prager, y separando las componentes















J2)t+∆t + αt+∆t ((I1)t+∆t − I0) (A.121)
Observacio´n A.3.3 En el caso de que en t + ∆t la solucio´n este´ en el
dominio ela´stico, la solucio´n es la correspondiente a los valores predictores.
Considerando la regularizacio´n del potencial pla´stico con una superficie esfe´ri-





t+∆t/µ ≥ ((I1)PRt+∆t − I0)/9kβ (el potencial pla´stico es una su-
perficie co´nica)







t+∆t − µ∆γ (A.122)
(I1)t+∆t = (I1)
PR
t+∆t − 9kβ∆γ (A.123)
0 = (
√
J2)t+∆t + αt+∆t ((I1)t+∆t − I0) (A.124)





t+∆t/µ ≤ ((I1)PRt+∆t − I0)/9kβ (el potencial pla´stico es una su-
perficie esfe´rica)
El sistema de ecuaciones es en este caso:
(
√
J2)t+∆t = 0 (A.125)
(I1)t+∆t = I0 (A.126)
∆γ =




A.3.2. Tensor elastopla´stico tangente consistente
Al igual que en el apartado anterior nos limitaremos aqu´ı a dar las expre-
siones finales del tensor elastopla´stico algor´ıtmicamente consistente, pudien-














1 + 3 ∆γ√
J2
)
1⊗ 1+ 2µ 1











































1 + 3 ∆γ√
J2
)
1⊗ 1+ 2µ 1































































Algunos conceptos de meca´nica
no lineal de medios continuos
En este ape´ndice se recogen algunas definiciones y resultados ba´sicos de
la meca´nica de medios continuos con grandes deformaciones, en cuanto a la
cinema´tica y a las tensiones. En la definicio´n del modelo constitutivo en el
cap´ıtulo 3 la cinema´tica del continuo elastopla´stico, basada en la existencia
de una configuracio´n intermedia, juega un papel importante. Por esta razo´n
se ha cre´ıdo conveniente revisar en este anexo algunos de los conceptos que
sirven de base a los desarrollos que all´ı se exponen. Asimismo, en la tesis se
han empleado diversos tensores de tensiones cuya definicio´n y sentido f´ısico
se cree conveniente detallar aqu´ı.
B.1. Configuraciones, Movimiento y Defor-
macio´n
Sea un so´lido Ω que en el instante t = 0 ocupa una regio´n Ω0 ⊂ R3 y
en el instante t ocupa una regio´n Ωt ⊂ R3. Ω0 se denominara´ configuracio´n
de referencia o material del so´lido Ω y Ωt configuracio´n deformada o espa-
cial de Ω en el instante t. Las part´ıculas de la configuracio´n de referencia,
Ω0, se designan mediante X (coordenadas materiales) y las part´ıculas de la
configuracio´n deformada, Ωt, mediante x (coordenadas espaciales).
En la meca´nica de medios continuos se supone que existe una funcio´n de
deformacio´n que se define a continuacio´n:
Definicio´n B.1.1 (Deformacio´n)
∀t ∈ R+, ∃ϕt : Ω0 → Ωt | x = ϕt(X)
La funcio´n ϕt se denomina deformacio´n. Se le exige que sea biun´ıvoca, con-
tinua, derivable y que preserve la orientacio´n.






de la particula X
R3
ϕt
Figura B.1: Configuraciones del so´lido Ω: Ω0 es la configuracio´n de referencia
y Ωt es la configuracio´n deformada
.
Definicio´n B.1.2 (Movimiento) El movimiento del so´lido Ω se definira´ me-
diante una funcio´n suave de la forma:
ϕ : Ω× [0, T ]→ Ωt | x = ϕ(X, t), t ∈ [0, T ] (B.1)
De esta definicio´n y de la dada en B.1.1, un movimiento se puede interpretar
como una familia uniparame´trica de deformaciones ϕt (siendo el para´metro
la variable tiempo, t).
Observacio´n B.1.1 En lo sucesivo y si no se indica lo contrario, para la
deformacio´n se supondra´ un instante gene´rico fijo t > 0 y se omitira´ el
sub´ındice t en ϕt, es decir: x = ϕ(X)
Definicio´n B.1.3 (Gradiente de Deformacio´n) Asociado a ϕ se define




= ∇Xϕ = ∂ϕ
∂X
(B.2)
Observacio´n B.1.2 Para que en el proceso de deformacio´n los volu´menes
no nulos en la configuracio´n de referencia se mantengan no nulos en la con-
figuracio´n deformada se debe verificar:
det(F ) > 0
Definicio´n B.1.4 (Descomposicio´n polar) El gradiente de deformacio´n
se puede descomponer en las formas:
F = RU (B.3)
F = V R (B.4)
Operadores Push-forward y Pull-back B.3
siendo R ∈ SO(3) el tensor asociado a una transformacio´n ortogonal pro-
pia. Los tensores U y V se denominan tensores de estiramiento derecho e
izquierdo, respectivamente.
Definicio´n B.1.5 (Velocidad) Dado un movimiento x = ϕ(X, t), se de-
fine la velocidad del punto material X como:









y se puede obtener tambie´n mediante el cambio de variable X = ϕ−1(x),
resultando v(x, t) = V (X, t)
Definicio´n B.1.6 (Aceleracio´n) La aceleracio´n material de un movimien-








Definicio´n B.1.7 (Derivada Material) Sea Q(X, t) un ente material y
q(x, t) = Q(X, t) el mismo ente expresado en la configuracio´n espacial. De-
rivando respecto del tiempo y aplicando la regla de la cadena se obtiene la









v = q˙ (B.8)
Corolario B.1.1 La aceleracio´n material es la derivada material de la ve-
locidad espacial v(x, t).
Definicio´n B.1.8 (Gradiente Espacial de Velocidad) Se define el ten-
sor gradiente de la velocidad espacial v(x, t) como:
l =∇xv (B.9)






= F˙ F−1 (B.10)
B.2. Operadores Push-forward y Pull-back
Este apartado introduce las definiciones de los operadores que le dan
t´ıtulo. La definicio´n detallada y rigurosa de los mismos se sale de los objetivos
del ape´ndice, pudiendo consultarse en (Marsden y Hughes, 1983).
B.4 Algunos conceptos de meca´nica no lineal de medios continuos
Definicio´n B.2.1 (Variedad) Una variedad suave en Rndim, de dimensio´n
n, es un conjunto Ωt ⊂ Rndim que verifica:
1. ∀x ∈ Ωt, ∃U abierto ⊂ Ωt | x ∈ U
2. ∀x ∈ Ωt, ∃ {xα} : U → V abierto ⊂ Rn (n ≤ ndim) | {xα} (α =
1 . . . n) es una funcio´n biyectiva denominada sistema de coordenadas
3. Si {xα} y {xα} son dos sistemas de coordenadas, se verifica:
xα = xα(x1 . . . xn) ∈ C∞ (α = 1 . . . n)
Corolario B.2.1 Un conjunto abierto Ω ⊂ Rndim es una variedad
En este apartado, las configuraciones de referencia, Ω0, y deformada, Ωt, se
interpretara´n como variedades de dimensio´n 3 en R3
Definicio´n B.2.2 (Espacio tangente de una variedad) Sean un conjun-
to abierto Ωt ⊂ R3 y un punto x ∈ Ωt. El espacio tangente a Ωt en x es el
espacio af´ın:
TxΩt = {x} × R3 (B.11)
La unio´n de los espacios tangentes de una variedad se denotara´ por TΩt
Definicio´n B.2.3 (1-forma) Sean un conjunto abierto Ωt ⊂ R3 y un punto
x ∈ Ωt. Una 1-forma en x ∈ Ωt es una funcio´n lineal αx : TxΩt → R
Definicio´n B.2.4 (Espacio cotangente de una variedad) El espacio vec-
torial de las 1-forma en x ∈ Ωt se denomina espacio cotangente de Ωt en x,
y se denota por T∗xΩt. La unio´n de los espacios cotangentes de una variedad
se denotara´ por T∗Ωt
Definicio´n B.2.5 (Espacio tangente de una deformacio´n) Sea ϕ : Ω0 →
Ωt una funcio´n deformacio´n. El espacio tangente a ϕ en X se denota por
F = TXϕ : dX ∈ TX → dx ∈ Tx y se demuestra (Marsden y Hughes, 1983)
que su expresio´n es:
F (X) =∇Xϕ(X) (B.12)
Definicio´n B.2.6 (1-forma de una deformacio´n) Sea ϕ : Ω0 → Ωt una
funcio´n deformacio´n. Una 1-forma sobre ϕ(X) es una funcio´n lineal Λ de-
finida por: Λ : Ω0 → T∗Ωt | ∀X ∈ Ω0,ΛX = Λ(X) ∈ T∗ϕ(X)Ωt
Definicio´n B.2.7 (Operador Pull-back de una 1-forma) Sea ϕ : Ω0 →
Ωt una funcio´n deformacio´n, y sea β una 1-forma sobre ϕ(X). Se define el
pull-back de β, y se denota por φ∗β, mediante la expresio´n (en forma indi-
cial):
(φ∗β)A = F aAβa(ϕ(X)) (B.13)
siendo {XA} coordenadas en Ω0 y {xa} coordenadas en Ωt, F aA = ∂ϕa/∂XA,
βa = βea y ea la base de TΩt.
Operadores Push-forward y Pull-back B.5
Definicio´n B.2.8 (Operador Push-forward de una 1-forma) Teniendo
en cuenta que las funciones deformacio´n definidas en B.1.1 son regulares
y por tanto existe la deformacio´n inversa, ϕ−1, a partir de la definicio´n
B.2.7, se define el operador push-forward de una 1-forma γ ∈ Ω0 como
φ∗γ = (φ−1)∗γ
Definicio´n B.2.9 (Tensor) Un tensor T en X ∈ Ω0, de orden p + q, y





, es una apli-
cacio´n multilineal:
T : T∗XΩ0 × . . .× T∗XΩ0︸ ︷︷ ︸
p
×TXΩ0 × . . .× TXΩ0︸ ︷︷ ︸
q
→ R (B.14)




Definicio´n B.2.10 (Tensor Lagrangiano) Un tensor es lagrangiano o ma-
terial cuando esta´ definido en un punto X de la configuracio´n de referencia
Ω0, y por lo tanto aplica sobre los elementos de los espacios TX y/o T
∗
X . Por
ejemplo, el tensor expresado en (B.14) es lagrangiano.
Definicio´n B.2.11 (Tensor Euleriano) Un tensor es euleriano o espacial
cuando esta´ definido en un punto x de la configuracio´n deformada Ωt, y por




t : T∗xΩ0 × . . .× T∗xΩ0︸ ︷︷ ︸
l
×TxΩ0 × . . .× TxΩ0︸ ︷︷ ︸
m
→ R (B.15)
es un tensor euleriano, de orden l +m, y naturaleza l veces contravariante





. Sus componentes se expresan en notacio´n
indicial:
ta1 a2...al b1 b2...bm
Definicio´n B.2.12 (Tensor Bipuntual) Un tensor en X ∈ Ω0 sobre una






es una aplicacio´n lineal:
T : T∗XΩ0 × . . .× T∗XΩ0︸ ︷︷ ︸
p
×TXΩ0 × . . .× TXΩ0︸ ︷︷ ︸
q
× T∗xΩt × . . .× T∗xΩt︸ ︷︷ ︸
l
×TxΩt × . . .× TxΩt︸ ︷︷ ︸
m
→ R (B.16)
y sus componentes son:
T
A1 A2...Ap a1 a2...al
B1B2...Bq b1 b2...bm
B.6 Algunos conceptos de meca´nica no lineal de medios continuos
Definicio´n B.2.13 (Push-forward y pull-back de un tensor) Sea la de-
formacio´n ϕ : Ω0 → Ωt y T un tensor en X ∈ Ω0 de naturaleza p veces con-
travariante y q veces covariante. El push-forward de T es un tensor, φ∗T ,
definido en ϕ(X) como:
φ∗T (x) · (α1 . . . αp, v1 . . . vq) = T (X) · (φ∗α1 . . . φ∗αp, φ∗v1 . . . φ∗vq) (B.17)
expresa´ndose con · el producto contra´ıdo y siendo:
αi : TΩt → R (B.18)
vi : T
∗Ωt → R (B.19)
Se demuestra que las componentes de φ∗T son:
(φ∗T )a1 a2...ap b1 b2...bq(x) = F a1 A1 . . . F
ap
AP





El pull-back de un tensor t definido en ϕ(Ω0) viene dado por φ
∗t = (ϕ−1)∗t ,
y sus componentes son:
(φ∗t)A1 A2...ApB1B2...Bq(X) = (F
−1)A1 a1 . . . (F
−1)Ap aP





Observacio´n B.2.1 De ana´loga manera a como se ha definido el push-
forward de los tensores lagrangianos, o el pull-back de los tensores eulerianos,
es posible establecer estos operadores sobre los tensores bipuntuales: push-
forward sobre los ı´ndices lagrangianos y pull-back sobre los eulerianos
B.3. Tensores de Deformacio´n
Definicio´n B.3.1 (Tensor de Cauchy-Green) En la configuracio´n de re-
ferencia se define el tensor de Cauchy-Green mediante:
C = F TF (B.22)
que es un tensor material covariante en los dos ı´ndices.
Definicio´n B.3.2 (Tensor de deformaciones de Green-Lagrange) A par-





(C − 1) (B.23)
Definicio´n B.3.3 (Tensor de Finger) Ana´logamente a co´mo se ha defi-
nido el tensor de Cauchy-Green en la configuracio´n de referencia, en la con-
figuracio´n deformada se define el tensor de Finger:
b = FF T (B.24)
que es un tensor euleriano contravariante en los dos ı´ndices.
Objetividad B.7
Observacio´n B.3.1 En este trabajo se sigue el criterio de denominar Ten-
sor de Finger a b (Marsden y Hughes, 1983). En algunos textos (Fung, 1965;
Gurtin, 1981; Malvern, 1969) b se denomina Tensor izquierdo de Cauchy-
Green.
Definicio´n B.3.4 (Tensor de Deformaciones de Almansi) A partir del







Corolario B.3.1 Los tensores de deformaciones de Green-Lagrange y de




Definicio´n B.4.1 Sea un movimiento definido segu´n (B.1). Un movimiento
de so´lido r´ıgido de una configuracio´n St superpuesta a la configuracio´n de-
formada en el instante t: St = ϕt(Ω), es una funcio´n ψt : St → R3 definida
por:
x ∈ St → x+ = ψt(x) = r(t) +Q(t)x (B.28)
siendo: r : t → r(t) ∈ R3 y Q : t → Q(t) ∈ SO(3) funciones arbitrarias del
tiempo.
Observacio´n B.4.1 La transformacio´n ψt conserva los a´ngulos y las dis-
tancias
Observacio´n B.4.2 En la definicio´n (B.28) el tensor Q(t) esta´ asociado
a una rotacio´n de la configuracio´n St considera´ndose fijo el sistema de re-
ferencia en que se define Q(t) (rotacio´n activa). De manera alternativa se
puede establecer la rotacio´n del sistema de referencia considerando fija la
configuracio´n Ωt (rotacio´n pasiva)
Definicio´n B.4.2 Un tensor espacial (o euleriano) se dice que es objetivo,
si para los movimientos de so´lido r´ıgido definidos en (B.28), se transforma
de acuerdo con las expresiones esta´ndar del ana´lisis tensorial.
Ejemplo B.1 El resultado de componer el movimiento de so´lido r´ıgido (B.28),
con el movimiento de la configuracio´n de referencia en el instante t, ϕ(X, t),
es:
x+ = ϕ+(X, t) = ψt [ϕ(X, t)] = r(t) +Q(t)ϕ(X, t) (B.29)
B.8 Algunos conceptos de meca´nica no lineal de medios continuos
El gradiente de deformacio´n del movimiento total es:
F+ =∇Xϕ+ = Q(t)∇Xϕ(X, t) (B.30)




(F+)−1 = Q(t)lQT (t) + Q˙(t)QT (t) (B.31)
De esta expresio´n se concluye que el tensor l no es objetivo, ya que en la
expresio´n de l+ aparece el te´rmino adicional Q˙(t)QT (t)
Los tensores lagrangianos permanecen inalterados para movimientos espacia-
les de so´lido r´ıgido. Por ejemplo, para el tensor de Cauchy-Green definido en
(B.22):
C+ = (F+)TF+ = F TQT (t)Q(t)F = C (B.32)
En consecuencia, la derivada absoluta respecto del tiempo coincide en la




Sin embargo la derivada de los tensores espaciales, en general no retiene la
objetividad tal y como se justifica en el siguiente
Ejemplo B.2 Sea un tensor de segundo orden,euleriano y objetivo A y sea
A+ el tensor obtenido al aplicar la transformacio´n (B.28). Se verifica:
A∗ = Q(t)AQT (t) (B.34)





QT (t) siendo: Ω = QT (t)Q˙(t) (B.35)
Por tanto, aunque el tensor A es objetivo, su derivada temporal A˙ no lo es.
Para mantener la objetividad es necesario emplear las denominadas derivadas
objetivas. Existen distintas definiciones de derivadas objetivas (derivada de
Jaumann, derivada de Cotter-Rivlin, derivada de Truesdell, etc.), aunque a
continuacio´n u´nicamente se define la empleada en el desarrollo de esta tesis:









Observacio´n B.4.3 La derivada de Lie se puede interpretar como una ope-
racio´n que consta de tres pasos:
1. Pull-back cuyo resultado es un tensor Z = (φ∗z ) que aplica en los
espacios asociados a la configuracio´n de referencia
Tensor Velocidad de Deformacio´n B.9




3. Push-forward que transforma Z˙ en otro tensor que aplica sobre los
mismos espacios que z : Lv(z ) = φ∗(Z˙)
Ejemplo B.3 Para un tensor de orden 2 que aplica sobre los espacios tan-
gentes de la configuracio´n deformada Ωt (tensor espacial contra-contravariante),
la expresio´n de la derivada de Lie es
Lv(z) = z˙ + l−1z + zl−T (B.38)
siendo l el tensor gradiente espacial de la velocidad
Ejemplo B.4 Para un tensor de orden 2 que aplica sobre los espacios cotan-
gentes de la configuracio´n deformada Ωt (tensor espacial cova-covariante), la
expresio´n de la derivada de Lie es
Lv(z) = z˙ + lTz + zl (B.39)
B.5. Tensor Velocidad de Deformacio´n
Los tensores de velocidad de deformacio´n se obtienen derivando respec-
to del tiempo los correspondientes tensores de deformacio´n. Los tensores
de Cauchy-Green y Green-Lagrange son lagrangianos con lo cual los corres-
pondientes tensores de velocidad de deformacio´n se obtienen simplemente









No sucede lo mismo, segu´n se ha descrito en el apartado anterior, con los ten-
sores de Finger y Almansi ya que hay que utilizar alguna derivada objetiva.
De esta manera, se definen los siguientes tensores:
Definicio´n B.5.1 (Tensor velocidad de deformacio´n) Considerando una
me´trica ortonormal, el tensor velocidad de deformacio´n d se define como la















B.10 Algunos conceptos de meca´nica no lineal de medios continuos
Observacio´n B.5.1 El tensor velocidad de deformacio´n d tambie´n se ob-
tiene haciendo directamente el push-forward del tensor velocidad de defor-
macio´n de Cauchy-Green:







B.6. Tensores de Tensio´n
Tensor de tensiones de Cauchy
La configuracio´n deformada del so´lido definido al principio del apartado B.1
se divide en dos partes Ωt1 y Ωt2, tal y como se indica en la figura B.2, con
objeto de estudiar la accio´n que sobre Ωt1 ejercen las fuerzas aplicadas desde
Ωt2. Se considera un elemento diferencial de a´rea da en un entorno del punto
p = ϕ(P ), cuya normal es n. Se define el vector tensio´n t en el punto p



















Figura B.2: Vector tensio´n
A partir de las ecuaciones de equilibrio y del principio de accio´n y reaccio´n
se establece la relacio´n:
df = σnda (B.46)
donde σ se define como tensor de tensiones de Cauchy. Por tanto, el tensor
σ permite calcular las fuerzas en un elemento diferencial de a´rea deformada,
da, cuya normal es n.
Observacio´n B.6.1 El tensor de tensiones de Cauchy es un tensor definido
en la configuracio´n deformada; es decir, es un tensor euleriano
Tensores de Tensio´n B.11
Observacio´n B.6.2 Planteando el principio del momento cine´tico se obtie-
ne que el tensor de tensiones de Cauchy es sime´trico (a no ser que exista en
el solido una distribucio´n continua de “pares”, como sucede en la teor´ıa de
Cosserat).
Tensor de tensiones de Kirchhoff
Se define como:
τ = Jσ (B.47)
siendo J = det(F ) y σ el tensor de tensiones de Cauchy. La interpretacio´n
de τ se puede hacer a partir del principio de los trabajos virtuales en la con-
figuracio´n deformada. Sean b las fuerzas por unidad de volumen deformado
y t las tensiones impuestas en el contorno ∂TΩt. La expresio´n del referido
principio es: ∫
Ωt
σ · δu dΩ−
∫
Ωt
b · δu dΩ−
∫
∂TΩt
t · δu dΓ = 0 (B.48)
Expresando (B.48) respecto del volumen y a´rea en la configuracio´n de refe-








T · δudΓ = 0 (B.49)
donde:




son las tensiones impuestas por unidad de a´rea no deformada dA
(B.51)




τ · δu dΩ τ = Jσ (B.52)
Primer tensor de Piola-Kirchhoff
Si la metodolog´ıa descrita para obtener el tensor de Cauchy se aplica en la
configuracio´n de referencia, se llega a la expresio´n:
df = PNdA (B.53)
definie´ndose P como Primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. La in-
terpretacio´n de P es que aplicado a elementos de a´rea orientada en la con-
figuracio´n de referencia (dA = dAN) se obtiene la fuerza interna sobre la
misma, en la configuracio´n deformada.
Observacio´n B.6.3 El tensor P no es ni lagrangiano ni euleriano, es un
tensor bipuntual.
Observacio´n B.6.4 El tensor primero de Piola-Kirchhoff tiene el inconve-
niente de ser no sime´trico.
B.12 Algunos conceptos de meca´nica no lineal de medios continuos
Segundo tensor de Piola-Kirchhoff
Transformando el vector tensio´n dt a la configuracio´n de referencia, mediante
el operador pull-back:
T = F−1t (B.54)
y sustituyendo (B.54) en (B.53):
T = F−1PNdA = SNdA (B.55)
donde S = F−1P se define como Segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff.
Observacio´n B.6.5 El tensor S es un tensor lagrangiano.
Observacio´n B.6.6 Si bien S tiene la ventaja de ser sime´trico, presenta
el inconveniente de tener una interpretacio´n poco intuitiva. Aplicando S al
elemento de a´rea orientada de la configuracio´n de referencia dA, se obtiene el
vector tensio´n T , que no tiene interpretacio´n f´ısica directa: es el pull-back a
la configuracio´n de referencia del vector tensio´n t (a partir del que se obtiene
la fuerza “real” f).
Observacio´n B.6.7 Los tensores de tensiones S y τ se pueden relacionar
mediante los operadores pull-back y push-forward:
S = φ∗τ = F−1τF−T τ = φ∗S = FSF T (B.56)
Si en (B.56) se sustituye la relacio´n τ = Jσ resulta:
S = Jφ∗σ (B.57)
El operador Jφ∗ se denomina Transformacio´n de Piola
Ape´ndice C
Ana´lisis Funcional
El objeto de este ape´ndice es definir y enunciar los conceptos y teoremas
ba´sicos del ana´lisis funcional, que pueden ayudar a la lectura del cap´ıtulo 4.
Para un estudio ma´s detallado del tema se pueden consultar las siguientes
referencias:
1. (Ciarlet, 1978). Este texto aborda las formulaciones de elementos finitos
en problemas de tipo el´ıptico, haciendo uso a lo largo de todo el texto
de los me´todos de ana´lisis funcional. En este trabajo se ha consultado
especialmente la parte del libro dedicada a la estimacio´n de error.
2. (Lebedev et al., 1996). Cap´ıtulo 1. Es un texto breve, conciso y sencillo.
Cubre u´nicamente conceptos ba´sicos.
3. (Marsden y Hughes, 1983). Cap´ıtulo 6. Este cap´ıtulo esta´ orientado a
los me´todos de ana´lisis funcional en elasticidad. Es un texto avanzado
que excede ampliamente el tratamiento dado en este trabajo al ana´lisis
funcional. No obstante es una referencia adecuada para temas como la
Forma de Dirichlet, ana´lisis de la convexidad de funcionales, condiciones
de elipticidad, etc.
4. (Oden, 1972). Cap´ıtulo 2. Trata en detalle ciertos aspectos del ana´lisis
funcional (espacios funcionales, diferenciabilidad, etc.) con e´nfasis en
la relacio´n con los me´todos de elementos finitos.
C.1. Espacios Normados
Definicio´n C.1.1 (Espacio Topolo´gico)
Una topolog´ıa definida en un conjunto V es un subconjunto T ⊂ PV
(partes de V), tal que:
i) Si G1, G2 ∈ T , entonces G1 ∩G2 ∈ T





iii) ∅ ∈ T y V ∈ T
La combinacio´n (V, T ) es un espacio topolo´gico. Los elementos de T se de-
nominan conjuntos abiertos del espacio topolo´gico.
Definicio´n C.1.2 (Espacio Lineal)
Sea V un espacio topolo´gico y K un cuerpo. Sean x,y, z ∈ V , λ, µ ∈ K.
V es un espacio lineal topolo´gico sobre K si se definen las operaciones:
– suma: x+ y
– producto escalar: λx
tal que,
i) x+ y = y + x
ii) x+ (y + z) = (y + x) + z
iii) ∃0 ∈ V, x+ 0 = x
iv) λ(µx) = λµx
v) 1x = x; 0x = 0
vi) x+ (−1)x = 0
vii) λ(x+ y) = λx+ λy
viii) (λ+ µ)x = λx+ µx
Definicio´n C.1.3 (Norma)
Sea V un espacio lineal. La funcio´n ‖·‖ : V → R+ es una norma si cumple:
i) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ V ; ‖x‖ = 0⇔ x = 0
ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ ∀x ∈ V, ∀λ ∈ K
iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x,y ∈ V
Definicio´n C.1.4 (Espacio lineal normado)
Sea V un espacio lineal. V es espacio lineal normado si ∀x ∈ V , esta´ definida
‖x‖
Definicio´n C.1.5 (Seminorma)
Sea V espacio lineal. La funcio´n | · | : V → R+ es una seminorma si cumple:
i) |x| ≥ 0 ∀x ∈ V
ii) |λx| = |λ||x| ∀x ∈ V, ∀λ ∈ K
Espacios Normados C.3
iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y|, ∀x,y ∈ V
Definicio´n C.1.6 (Me´trica)
Sea V espacio lineal. La funcio´n d(·, ·) : V × V → R+ es una me´trica si
cumple:
i) d(x,y) ≥ 0 ∀x ∈ V
ii) d(x,y) = 0⇔ x = y ∀x,y ∈ V
iii) d(x,y) = d(y,x) ∀x,y ∈ V
iv) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z) ∀x,y, z ∈ V
Definicio´n C.1.7 (Espacio me´trico)
Se define un espacio me´trico como el par (V, d), siendo V un espacio lineal
y d una me´trica
Teorema C.1.1 Todo espacio lineal normado es espacio me´trico
Definicio´n C.1.8 (Sucesio´n convergente)
Sea V un espacio lineal normado y {xi} un conjunto de infinitos elementos
de V que en lo sucesivo lo denominaremos sucesio´n. La sucesio´n {xi} tiene
l´ımite x si:





y se dice que la sucesio´n es convergente o que converge a x
Definicio´n C.1.9 (Sucesio´n de Cauchy)
Sea {xi} una sucesio´n definida en el espacio lineal normado V . {xi} es una
sucesio´n de Cauchy si:
∀ε ∈ R+,∃N = N(ε) ∈ N+ | ∀m,n > N(ε)⇒ ‖xm − xn‖ < ε
Definicio´n C.1.10 (Espacio Normado Completo o Espacio de Banach)
Un espacio lineal normado V es completo o de Banach si todas las sucesiones
de Cauchy definidas en V tienen l´ımite perteneciente a V
Definicio´n C.1.11 (Independencia lineal)
Sea V un espacio lineal. Los elementos x1,x2, . . . ,xm ∈ V son linealmente
independientes sobre R si:
c1x1 + c2x2 + . . . cmxm = 0⇒ c1 = c2 = . . . = cm = 0 ∀ci ∈ R
En caso contrario x1,x2, . . . ,xm son linealmente dependientes.
C.4 Ana´lisis Funcional
Definicio´n C.1.12 (Espacio lineal de dimensio´n finita)
Un espacio lineal V tiene dimensio´n finita si existe un nu´mero entero N ≥ 1,
tal que V contiene N elementos linealmente independientes, pero cualquier
conjunto de N + 1 elementos es linealmente dependiente.
Lema C.1.1 Sea V un espacio lineal normado de dimensio´n N , y {x1,x2, · · · ,xN}
un conjunto linealmente independiente de elementos de X. Se verifica:
∃c ∈ R+ | ∀c1, c2, · · · , cN ∈ R+, ‖c1x1+c2x2+· · ·+cNxN+‖ ≥ c(|c1|+|c2|+· · ·+|cN |)
C.2. Operadores
Definicio´n C.2.1 (Operador)
Sean V y W espacios lineales normados. Una correspondencia A : V →
W, A(x) = y, x ∈ V ,y ∈ W es un operador de V en W si a cada
elemento x de V le corresponde a lo sumo un elemento de W .
El conjunto de los elementos de V a los que le corresponde un elemento
de W se denomina dominio de A y se denota por D(A).
D(A) = {x ∈ V | y = A(x)}
El conjunto de elementos de W que son imagen de algu´n elemento de V
se denomina rango de A y se denota por R(A)
R(A) = {y ∈ W | y = A(x)}
Definicio´n C.2.2 (Funcional)
Un funcional es un operador A que verifica R(A) ⊂ R o R(A) ⊂ C. En lo
sucesivo, consideraremos u´nicamente funcionales reales.
Definicio´n C.2.3 (Continuidad)
Se A un operador de V en W . El operador A es continuo en x0 ∈ X si:
∀ε ∈ R+,∃δ = δ(ε) ∈ R+ | ‖x− x0‖V < δ ⇒ ‖A(x)−A(x0)‖W < ε
Si A es continuo en todos los puntos de M ⊂ V , se dice que A es continuo
en M
C.3. Operadores Lineales
En lo sucesivo supondremos que V y W son espacios lineales normados
sobre el mismo cuerpo R.
Definicio´n C.3.1 (Subespacio Lineal)
Un espacio S es un subespacio lineal de un espacio lineal V , si S es espacio
lineal y S ⊂ V
Producto interior C.5
Definicio´n C.3.2 (Operador Lineal)
El operador A : V → W es lineal si D(A) es subespacio lineal de V y
∀x1,x2 ∈ D(A), ∀α1, α2 ∈ R, se cumple:
A(α1x1 + α2x2) = α1A(x1) + α2A(x2)
Definicio´n C.3.3 (Operador lineal acotado)
Sea A : V → W un operador lineal. A es acotado en D(A) si:
∃c ∈ R+ | ∀x ∈ D(A), ‖A(x)‖W ≤ c‖x‖V






Teorema C.3.1 Sean V y W espacios de Banach. Sea f : V → W aplica-
cio´n lineal.
f es continua⇔ f esta´ acotada
El conjunto de todos los operadores lineales continuos de V en W se denota
por L(V,W )
C.4. Producto interior
Definicio´n C.4.1 (Producto interior o escalar)
Sea V un espacio lineal sobre R. La funcio´n · : V × V → R es un producto
interior o escalar si ∀u,v,w ∈ V se verifica:
i) u · u ≥ 0 y u · u = 0⇔ u = 0
ii) u · v = v · u
iii) (λu+ µv) · z = λu · z + µv · z
siendo λ, µ ∈ R.
Teorema C.4.1 El producto escalar cumple la desigualdad de Schwartz:
(u · v)2 ≤ (u · u)(v · v)
Teorema C.4.2 ‖u‖ = (u · u)1/2 es una norma
Definicio´n C.4.2 (Ortogonalidad)
Sean u,v ∈ V . Se dice que u y v son ortogonales si se verifica:
u · v = 0
C.6 Ana´lisis Funcional
C.5. Espacios de Lebesgue
Definicio´n C.5.1 (Espacio Dual)
Sea V espacio de Banach. Se define el espacio dual V ∗ de V como el conjunto
de todos los operadores lineales de V en R:
V ∗ = L(V,R)
Definicio´n C.5.2 (Espacio Reflexivo)
Un espacio de Banach es reflexivo si
V ∗∗ = V
Definicio´n C.5.3 (Forma de dualidad)
Sea f ∈ L(V,R). f es una forma de dualidad si ∃v ∈ V ∗ | f(u) = v · u
Definicio´n C.5.4 (Espacio de Hilbert)
Un espacio lineal V en el que se ha definido un producto interior es un espacio
lineal normado V es Espacio de Hilbert si esta´ dotado de un producto interior
continuo con respecto al cual es completo.
Definicio´n C.5.5 (Norma de Lebesgue de orden p)
Sea Ω ⊂ Rm un dominio de Rm, abierto, acotado y con frontera suave. Sea
u : Ω → Rm, una funcio´n integrable segu´n Riemmann. Se define la norma







Teorema C.5.1 ‖·‖p es una norma
Definicio´n C.5.6 (Espacio de Lebesgue de orden p en Ω)
El espacio de Lebesgue de orden p en Ω es el conjunto de funciones u : Ω→
Rm cuya norma de Lebesgue de orden p esta´ acotada:
Lp(Ω) = {u : Ω→ Rm, integrables | ‖u‖Lp(Ω) <∞}
Teorema C.5.2 Lp es un espacio de Hilbert para 1 ≤ p ≤ ∞
Teorema C.5.3





= 1, 1 ≤ p <∞
Corolario C.5.1 (L1)∗ = L∞, (L∞)∗ 6= (L1)
Corolario C.5.2 Lp es reflexivo si 1 < p <∞. L1 no es reflexivo
Corolario C.5.3 Sea f ∈ (Lp)∗









f(u) se denomina funcional de trabajo
Espacios de Sobolev C.7
C.6. Espacios de Sobolev
Definicio´n C.6.1 (Multi-´ındice)
Un multi-´ındice α es un elemento de Z+ × Z+ × · · ·︸︷︷︸
n
×Z+:
α = (α1, α2, · · ·︸︷︷︸
n
αn), α1, α2, · · ·︸︷︷︸
n
αn ∈ Z+
siendo Z+ el conjunto de los nu´meros enteros positivos
Definicio´n C.6.2 (Grado de un multi-´ındice)
|α| = α1 + α2 + · · ·︸︷︷︸
n
+αn es el grado del multi-´ındice α
Definicio´n C.6.3 (Derivada parcial de grado α)
Sea una funcio´n u ∈ V , |α| veces diferenciable. Se define la derivada parcial
de grado α de u como:
Dαu =
∂|α|u
∂α1x1 · · ·︸︷︷︸
n
∂αnxn
Definicio´n C.6.4 (Semi-norma de Sobolev de grado s, orden p)
Sea u : Ω → Rm integrable segu´n Riemmann. Se define la Semi-norma de








Definicio´n C.6.5 (Norma de Sobolev de grado s, orden p)
Sea u : Ω→ Rm integrable segu´n Riemmann. Se define la Norma de Sobolev





Definicio´n C.6.6 (Espacio de Sobolev de grado s, orden p)
W s,p(Ω,Rm) = {u : Ω→ Rm; integrables, tales que ‖u‖s,p <∞}
Teorema C.6.1 W s,p(Ω,Rm) es espacio de Banach para s ≥ 0 y 1 ≤ p ≤ ∞
Teorema C.6.2 Hs(Ω,Rm) = W s,2(Ω,Rm) es espacio de Sobolev para s ≥ 0
Teorema C.6.3 Lp(Ω,Rm) = W 0,p(Ω,Rm) es espacio de Lebesgue ∀p
Corolario C.6.1 Sea f ∈ L(W s,p,R) = (W s,p)∗. Entonces:











Sea V espacio de Banach. Sea Π : V → R un funcional. Los principios
variacionales establecen que los estados de intere´s (equilibrio, accio´n esta-
cionaria, etc) son las funciones u ∈ V que minimizan (o al menos hacen
estacionario) el funcional Π. Los principios variacionales que establecen la
necesidad de que u minimice Π se denominan Principios de mı´nimo. Los
problemas fundamentales del ca´lculo de variaciones son:
1. Dado un principio variacional, determinar a que´ problema de contorno
equivale
2. Dado un problema de contorno, determinar si equivale a un principio
de mı´nimo
Definicio´n C.7.1 (Convexidad)
Sea V espacio de Banach y Π : V → R un funcional. Se dice que el funcional
Π es convexo si verifica:
Π(λ1u1+λ2u2) ≤ λ1Π(u1)+λ2Π(u2) ∀u1,u2 ∈ V, λ1, λ2 ∈ R, λ1+λ2 = 1
Definicio´n C.7.2 (Derivada de Gateaux)
Sea V espacio de Banach y Π : V → R | Π(u) < ∞ ∀u ∈ V . Sean





Definicio´n C.7.3 (Derivada segu´n Frechet)
Π es derivable en u segu´n Frechet si existe DΠ(u) ∈ V ∗ tal que:
DΠ(u) · δu = δΠ(u)[δu]
Esta definicio´n implica que la derivada de Gateaux de Π sea una aplicacio´n
lineal acotada.
Definicio´n C.7.4 (Segunda variacio´n)
Siendo Π y DΠ diferenciables en u segu´n Frechet. La segunda variacio´n de
Π es:
δ2Π(u)[δu, δv] = D (DΠ(u) · δu) · δv
La segunda variacio´n se denota a(u)[δu, δv]
Teorema C.7.1 (Desarrollo de Taylor)
Sea Π dos veces diferenciable segu´n Frechet en u. Π(u+δu) se puede expresar
como
Π(u+ δu) = Π(u) + DΠ(u) · δu︸ ︷︷ ︸
1a variacio´n︸ ︷︷ ︸




δ2Π(u)[δu, δv] + o
(‖δu‖3)
Ca´lculo variacional C.9
Definicio´n C.7.5 (Forma de Dirichlet)
La Forma de Dirichlet de Π en u se define como a(u)[δu, δv]
Definicio´n C.7.6 (Estabilidad)
Sea a(u)[δu, δv] forma de Dirichlet de Π en u. La forma de Dirichlet a(u)[δu, δv]
es estable si:
a(u)[δu, δu] > C‖δu‖2 ∀δu ∈ V
Definicio´n C.7.7 (Norma de energ´ıa)





La norma de energ´ıa es equivalente a la norma de Sobolev ‖·‖1 definida en
el espacio H1(Ω,Rm):
c‖u‖1 ≤ ‖u‖E ≤ C‖u‖1 ∀u ∈ H1(Ω,Rm)
Teorema C.7.3
Si a(u)[δu, δu] es no singular, | · |1 es equivalente a ‖·‖1
Definicio´n C.7.8 (Ecuaciones de Euler-Lagrange)
Sea Π diferenciable en u segu´n Frechet y δu ∈ V . Las ecuaciones de Euler-
Lagrange de Π son:
δΠ(u)[δu] = DΠ(u) · δu = 0 ∀δu ∈ V
Definicio´n C.7.9 (Derivada funcional)
Supongamos que existe el operador lineal acotado:
δΠ
δu
: V → V ∗








se denomina derivada funcional de Π en u
Definicio´n C.7.10 (Mı´nimo relativo de´bil)
Dado Π : V → R, u ∈ V es un mı´nimo relativo de´bil si ∃δ > 0 | Π(v) ≥
Π(u) ∀v ∈ V siendo ‖u− v‖ < δ
Teorema C.7.4 (Punto estacionario)
Sea Π : V → R diferenciable segu´n Frechet. Sea u ∈ V un mı´nimo relativo






Si Π es diferenciable segu´n Frechet, una condicio´n necesaria para que u sea
mı´nimo relativo de´bil es que se cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Teorema C.7.5
Sea Π : V → R diferenciable dos veces segu´n Frechet. Sea u una solucio´n de
las ecuaciones de Euler-Lagrange de Π.
Si ∃c > 0 | a(u)[δu, δu] > c‖δu‖2, ∀δu ∈ V ⇒ u es un mı´nimo relativo de Π
Definicio´n C.7.11 (Forma de´bil)
Sea A un operador diferencial, A : V → V ∗. Suponiendo que existe un
operador lineal G(u)[δu] : V × V → R, acotado en δu, tal que:
A(u) · δu = G(u)[δu]
entonces, G(u)[δu] se denomina forma de´bil de A.
Teorema C.7.6 (Teorema de Veinberg)
Sea A : V → V ∗ y sea G(u)[δu] su forma de´bil. Si G verifica:
δG(u)[δu, δv] = δG(u)[δu, δv] ∀δu, δv ∈ V
entonces, existe un funcional Π : V → R tal que:
G(u)[δu] = δΠ(u)[δu]





Si la forma de Dirichlet a(u)[δu, δv] es estable, entonces:
i) Π es convexo
ii) Π tiene un mı´nimo relativo y es u´nico
Definicio´n C.7.12 (Desigualdad de Poincare´)
Sea Ω ⊂ Rm, abierto, acotado, suave y u|∂Ω = 0. Se cumple:
∃C ∈ R+ | ‖u‖p ≥ C‖u‖1,p
Teorema C.7.7
| · |1,p y ‖·‖1,p son equivalentes. Es decir:
∃c, C ∈ R+ | c|u|1,p ≤ ‖u‖1,p ≤ C|u|1,p ∀u ∈ V
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